
第30卷第3期, 2017年5月 宁 波 大 学 学 报（理 工 版 ） 中国科技核心期刊 

Vol.30 No.3, May 2017 JOURNAL OF NINGBO UNIVERSITY ( NSEE ) 中国高校优秀科技期刊 
 

 

双曲型仿射不变流的最优系统及群不变解 
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摘要: 利用李点对称群理论, 研究了双曲型仿射不变流的对称群, 构造了几何流对应的最优系统, 

并利用最优系统对方程进行约化, 讨论了群不变解.  

关键词: 双曲型仿射不变曲线流; 李点对称群; 最优系统; 对称约化; 群不变解 
中图分类号: O175.27 文献标志码: A 文章编号: 1001-5132（2017）03-0036-06 

本文利用不变群理论研究了一个从仿射几何

流中推导出的非线性方程的群不变解问题. 关于

几何流的群不变解及最优系统的研究, 已有很多

结果[1-4]. 李对称群方法是研究几何和物理领域中

微分方程不变解的基础方法. 为了求解微分方程

的群不变解, 首先要确定微分方程的李点对称群

及其子群. 因为李群通常包含无穷多个相同维数

的子群, 而每个子群会对应一个群不变解. 为了得

到所有的群不变解, 需构建最优系统.  

本文将研究如下双曲型仿射不变曲线流[5]: 

,tt N 


 (1) 

其中:  是平面曲线; N

是其仿射法向量, 它与欧

氏单位法向量 n

和切向量 t


关系为: 
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其中: k和 s分别为欧氏曲率和欧氏弧长. 双曲型

仿射不变曲线流式(1)对应的非线性方程为: 
1

2 3/tt xt xx xxu u u u  , (2) 

其中: ( , ( , ))x u x t 表示曲线  . 方程(2)由文献[5]得

到, 并且该文献证明了曲线流(2)的局部可解性和

有限时间爆破等性质. 

首先利用 Olver 提出的方法[6]系统地研究了非

线性方程(2), 求解出该方程的对称代数. 接着本文

采用 Olver 文中的方法[6]构建并证明了该方程的一维

最优系统, 最后利用最优系统, 求出一些约化方程

和群不变解. 

1 方程(2)的李点对称 

定理 1  非线性发展方程(2) 的李点对称群的

无穷小生成元为: 

1 2 3 4, , , ,v x v u v u x x u v u x x u              

5v x x u u    , t t  , (2 / 3)d x x u u t t      , 

8v t x  , 9v t u  . 

证明  考虑无穷小生成元 

     , , , , , , ,X x t u x x t u t x t u u         (3) 

式(3)的二次延拓为: 
     2 1 1

x x t tprX X u u        

         2 2 2
xx xx tt tt xt xtu u u       ,  

其中: 无穷小  1 ,x  
 1 ,t  

 2
xx ,  2

tt ,  2
xt 可由 , ,  

及其导数表示. 由无穷小标准, 方程(2)允许无穷

小生成子式(3)当且仅当 

   2
0| 0prX   , 

21 1

32 2
xt tt xx xxu u u u    . 

整理得确定方程, 即 

   
1 1

2 22 2
1

2xt xx tt ttu u 


   

     
1 1 1

23 2 2
2 1

0
3 2xx tt xx xxu u u 

  
  

 
,  (4) 

当 

1
2 3/tt xt xx xxu u u u  .  (5) 
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 将  2
tt ,  2

xx ,  2
xt 代入方程(4), 然后通过方程

(5)消去 xtu , 再令所有含 u的各阶导数项及常数项

的系数为零, 得到决定方程组: 

1 / 2( ) 0t u x     ,  

0x u   ,  

uu xx tt xu xt ut          ,  

uu xx tt xu xt ut          , 

由方程组解出 ,  ,  : 

1 2 3 4 ,C x C t C u C      

7 1 91 / 2( )C C t C    ,  

5 6 7 8C x C t C u C     ,  

其中: ( 1, ,9)iC i   是任意不相关常数. 这样就得

到了方程(2)的九维李点对称群, 它的无穷小生成

子即为定理 1所列的无穷小生成子. 

2 方程(2)的一维最优系统 

 定理 2  方程(2)对称代数的一维最优系统为: 

{ 1 1w v , 2w t , 3 3w v , 4 3w v t  , 

    5 3w v t  , 6w d ,  

    7 3( 0, (1 / 3))w d v     , 

    8 4w v , 9 3 4w v v  ,  

    10 3 4 1,w v v v   11 4 ,w v t   

    13 3 4w v v t   , 14 3 4 1w v v v t    , 

    15 3 4 1w v v v t    , 

    16 4w d v  , 17 4 2w d v v   , 

    18 4 ( 0, 1)w d v      , 

    19 3 4w v v d   }. 

证明  由文献[6]对称李代数算子(3)中每一个 iv

都生成一个伴随表达式 (exp( ))iAd v , 其定义为: 
(exp( ) ) [ , ]i j j i jAd v v v v v     

    / 2![ ,[ , ]]i i jv v v  , 

其中运用李括号运算 [ , ]i j i j j iv v v v v v  (表 1), 伴

随作用的结果见表 2. 

设
9

6 71, 6,7 i ii i
V a v a t a d

 
   是方程(2)的李代

数的一般向量, ia 是不全为零的任意常数. 首先对

于适当的  , 伴随表示 3(exp( ))Ad v 作用在V 上可

以将 4v 和 5v 相互旋转. 因此, 在下面讨论中, 不妨

设 5 0a  . 所以有: 
9

6 71, 5,6,7 i ii i
V a v a t a d

 
   , 

把 5(exp( ))Ad v 作用在该向量上, 
9

5 6 7
1, 5,6,7

(exp( )) i i
i i

Ad v V a v a t a d
 

      ,  

令 
2 2 2 2

3 3 4

2 2 2 2

4 4 3

0,
2 2

0,
2 2

e e e e
a a a

e e e e
a a a

   

   

 

 

  
  


    




 

得到: 
2 2 2 2
4 3 4 3 2 2

4 3
3 4 4 3

1 1
ln , ln , ,

2 2

a a a a
a a

a a a a


 
 

 
 

或 
2 2 2 2
3 4 3 4 2 2

3 4
3 4 4 3

1 1
ln , ln , .

2 2

a a a a
a a

a a a a


 
 

 
 

表 1  李括号运算 

Ad v1 v2 v3 v4 v5
 

t d v8 v9
 

v1 0 0 v2 v2 v1 0 v1 0 0 

v2 0 0 －v1 v1 －v2 0 v2 0 0 

v3 －v2 v1 0 2v5 －2v4 0 0 －v9 v8 

v4 －v 2 －v1 －2v5 0 －2v3 0 0 －v9 －v8 

v5 －v1 v2 2v4 2v3 0 0 0 －v8 v9/3 

t 0 0 0 0 0 0 2t/3 v1 v2 

d －v1 －v2 0 0 0 －2t/3 0 －v8/3 v9/3 

v8 0 0 v9 v9 v 8 －v1 v 8/3 0 0 

v9 0 0 －v8 v8 －v9 －v2 －v9/3 0 0 
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现在来证明非零的V 所张成的空间必然等价

于某个或某些 iw 所张成的. 分别考虑以下 3 种情

形: 

 情形 1  2 2
3 4a a 或者 3 4 0a a  . 

取适当的  , 我们用 5(exp( ))Ad v 消去 4v , 即

向量 V被约化为: 

1 1 2 2 3 3 6 7 8 8 9 9V a v a v a v a t a d a v a v       . 

 (1)若 7 0a  , 不妨设 7 1a  , 用 (exp( )Ad εt 消

去 t , 则 1 1 2 2 3 3 8 8 9 9V a v a v a v d a v a v      , 再用

2 2(exp( ))Ad v 和 1 1(exp( ))Ad v 先后作用其上, 得

到新向量: 

1 1 2 2V a v a v     ,  

其中:  

1 1 3 2 1a a a     , 2 2 2 3 1a a a    ,  

选取 

1 2 3
1 2

31

a a a

a
 



, 2 1 3

2 2
31

a a a

a
 




,  

那么 3 3 8 8 9 9V a v d a v a v    . 因为 3(exp( ))Ad v
可以旋转 8v 和 9v , 所以不妨设 8 0a  . 再用

(exp( ))Ad d 作用其上消去 9v , 这样 V 等价于 

9 3 3d v a v  或 3 3d a v . 

当 9 3 3V d v a v   , 用 

4 9 3 8(exp( )) (exp( ))Ad v Ad v   

作用在该向量上, 则 3 3 8 8 9 9V d a v a v a v     .  

 令 

8 3 4 3

9 3 3 4

/ 3 0,

1 / 3 0,

a a

a a

 
 

  
     




 

得到:  

 4 2
3

3

9 1a
 




, 3 3 43a v  .  

 若 3 (1 / 3)a   , 令 8 9 0a a   , 那么有V d   

3 3a v . 若 3 (1 / 3)a   , 那么 9 3(1 / 3)V d v v   (或

9d v  3(1 / 3)v ). 

当 3 3V d a v  时, 如果 3 0a  , 那么V d ; 如

果 3 0a  , 那么 3 3V d a v  . 

 (2)当 7 0a  , 则 

1 1 2 2 3 3 6 8 8 9 9V a v a v a v a t a v a v      . 

 若 3 0a  , 用 1 1(exp( ))Ad v , 2 2(exp( ))Ad v , 

3 8(exp( ))Ad v , 4 9(exp( ))Ad v 先后作用在向量V

上, 得到新向量: 

1 1 2 2 3 3 6 8 8 9 9V a v a v a v a t a v a v         .  

令 

1 1 3 2 6 3

2 2 3 1 6 4

8 8 3 4

9 9 3 3

0,

0,

0,

0,

a a a a

a a a a

a a a

a a a

 
 



   
    
   
   






 

得到: 

2 3 6 8
1 2

3

a a a a

a
 
 , 

 1 3 6 9
2 2

3

a a a a

a


 
 ,  

9
3

3

a

a
  , 8

4
3

a

a
   .  

再用 (exp( ))Ad εd 作用在V 上, 这样V 就等价

于 3v t 或 3v . 

 若 3 0a  , 则 1 1 2 2 6 8 8 9 9V a v a v a t a v a v     . 

 (i)当 6 0a  , 用 1 8(exp( ))Ad v 消去 1v , 再用

2 9(exp( ))Ad v 消去 2v , 那么 8 8 9 9V t a v a v   . 

表 2  方程(2)的对称李代数的伴随作用 

Ad v1 v2 v3 v4 v5 t d v8 v9 

v1 v1 v2 v3－εv2 v4－εv2 v5－εv1 t d－εv1 v8 v9 

v2 v1 v2 v3+εv1 v4－εv1 v5+εv2 t d－εv2 v8 v9 

v3 v1cosε+v2sinε v2cosε－v1sinε v3 v4cos2ε－v5sin2ε v5cos2ε+v4sin2ε t d v8cosε+v9sinε v9cosε－v8sinε

v4 v1coshε+v2sinhε v2coshε+v1sinhε v3cosh2ε+v5sinh2ε v4 v5cosh2ε+v3sinh2ε t d v8coshε+v9sinhε v9coshε+v8sinhε

v5 eεv1 e－εv2 v3cosh2ε－v4sinh2ε v4cosh2ε－v3sinh2ε v5 t d eεv8 e-εv9 

t v1 v2 v3 v4 v5 t d－2εt/3 v8－εv1 v9－εv2 

d eεv1 eεv2 v3 v4 v5 e2ε/3t d eε/3v8 e-ε/3v9 

v8 v1 v2 v3－εv9 v4－εv9 v5－εv8 t+εv1 d－εv8/3 v8 v9 

v9 v1 v2 v3+εv8 v4－εv8 v5+εv9 t+εv2 d+εv9/3 v8 v9 
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 如果 2 2
8 9 0a a  , 由于 3(exp( ))Ad v 可以旋转

8v 和 9v , 所以不妨设 9 0a  , 那么 

8 8V t a v  ( 8 0a  ), 

再用 5(exp( ))Ad v 作用 , 向量V 等价于 8t v (或

8t v ). 如果 2 2
8 9 0a a  , 则V t . 

 (ii)当 6 0a  时, 则 1 1 2 2 8 8 9 9V a v a v a v a v    . 

 如果 2 2
8 9 0a a  , 由于 3(exp( ))Ad v 可以旋转

8v 和 9v , 所以不妨设 9 0a  , 那么 

8 1 1 2 2V v a v a v   ,  

然后先用 (exp( ))Ad t 消去 1v , 再用 5(exp( ))Ad v
作用在向量上, V 就等价于 8 2v v 或 8 2v v 或 8v . 

 如果 2 2
8 9 0a a  , 则 

2 2
1 1 2 2 1 2( 0)V a v a v a a    ,  

用 3(exp( ))Ad v 做旋转, 那么V 等价于 1v . 

 情形 2  2 2
3 4 4( 0)a a a  . 

我们选合适的  , 用 5(exp( ))Ad v 去消去 3v , 

那么 1 1 2 2 4 4 6 7 8 8 9 9V a v a v a v a t a d a v a v       . 

(1)当 7 0a  时, 我们用 1 1(exp( ))Ad v 消去 2v , 

用 2 2(exp( ))Ad v 消去 1v , 那么 

4 6 8 8 9 9V v a t a v a v    ,  

再在 (exp( ))Ad d 作用下, V 等价于 

 4 8 8 9 9v t a v a v   或者 

 4 8 8 9 9v t a v a v   或者 

 4 8 8 9 9v a v a v  .  

 由于在 3(exp(( / 2) ))Ad v 作用下 , 4v t   

8 8 9 9a v a v 可以转化为 4 8 8 9 9v t a v a v   , 所以V

等价于 4 8 8 9 9v t a v a v   或者 4 8 8 9 9v a v a v  . 

 如果 4 8 8 9 9V v a v a v   , 用 1 8(exp( ))Ad v 消去

9v , 2 9(exp( ))Ad v 消去 8v , V 就转变成 4v . 

 如果 4 8 8 9 9V v t a v a v    , 用 1 8(exp( ))Ad v
消去 9v , 2 9(exp( ))Ad v 消去 8v , V 就转变成 4v t   

8 2 9 1a v a v . 然 后 再 用 3 1(exp( ))Ad v 消 去 2v , 

4 2(exp( ))Ad v 消去 1v , 所以 4V v t  . 

 (2)当 7 0a  时, 3(exp(( / 2) ))Ad v 可以改变 4a

的符号, 所以不妨设 7 41, 0a a  , 即 

 4 4 1 1 2 2V d a v a v a v      

     6 8 8 9 9 4( 0)a t a v a v a   . 

 用 (exp( ))Ad t 消去 t , 有: 

4 4 1 1 2 2 8 8 9 9V d a v a v a v a v a v      ,  

然后 

2 9 1 8(exp( )) (exp( ))Ad v Ad v V d     

    4 4 1 1 2 2 8 8 9 9a v a v a v a v a v     , 

令 

8 8 1 4 2

9 9 2 4 1

/ 3 0,

/ 3 0,

a a a

a a a

 
 

   
    




 

得到: 

 
 8 4 9

1 2
4

3 3

9 1

a a a

a






, 

 4 8 9
2 2

4

3 3

9 1

a a a

a






.  

 用上面的 1 , 2 消去 8v , 9v , 那么 

4 4 1 1 2 2V d a v a v a v    .  

然后 

 2 2 1 1(exp( )) (exp( ))Ad v Ad v V    

    4 4 1 1 2 2d a v a v a v    , 

令
 

1 1 1 4 2

2 2 2 4 1

0,

0,

a a a

a a a

 
 

   
    




 

得到: 

4 2 1
1 2

4 1

a a a

a
 



, 4 1 2

2 2
4 1

a a a

a
 




. 

 (i)若 4 1a  , 取 1 2,  使得 V等价于: 

 4 4 4 40, 1V d a v a a    . 

 (ii)若 4 1a  , 令 1 2 10, a   使得: 

4 2 2V d v a v    ,  

再用 (exp( ))Ad d 单位化, 那么 V就等价于: 

4 2d v v  (或 4 2d v v  )或 4d v . 

 情形 3  当 2 2
3 4 0a a  . 

假设 3 4 1a a  , 用 3(exp( ))Ad v 作用, 有: 

3 4 1 1 2 2 6 7 8 8 9 9 ,V v v a v a v a t a d a v a v         

再用 2 2 1 1(exp( )) (exp( ))Ad v Ad v  作用在V 上, 使得: 

3 4 1 1 2 2 6 7 8 8 9 9V v v a v a v a t a d a v a v         , 

令 

1 1 7 1 2 2

2 2 7 2 1 1

0,

0,

a a a

a a a

  
  

    
     




 

可得: 

1
1

7

a

a
  , 2 1

2
7

2a

a

 
 . 

 (1)当 7 0a  时, 用 (exp( ))Ad t 使 t消失, 使得: 

1 1 2 2 3 4 7 8 8 9 9V a v a v v v a d a v a v       ,  

取 1 和 2 使 1v , 2v 消失, 那么 
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3 4 7 8 8 9 9V v v a d a v a v     .  

然后用 1 8(exp( ))Ad v , 2 9(exp( ))Ad v 先后作用其上, 

得到新向量: 

3 4 7 8 8 9 9V v v a d a v a v      ,  

令 

8 8 7 1 2 2

9 9 1 1 7 2

( / 3) 0,

( / 3) 0,

a a a

a a a

  
  

    
     




 

得到: 

8
1

7

3a

a
  , 

 9 1
2

7

3 2a

a




 
 .  

 用上述 1 , 2 使 8v 和 9v 消失, 那么 

3 4 7V v v a d   ,  

再用 5(exp( ))Ad v 作用在V 上, 得到: 

2 2
3 4 7V e v e v a d     ,  

然后取适当的 , 使V 等价于 3 4v v d  或 

3 4v v d  . 

 (2)当 7 0a  时,  

1 1 2 2 3 4 6 8 8 9 9V a v a v v v a t a v a v       ,  

用 8(exp( ))Ad v 消去 9v , 再用 1(exp( ))Ad v 消去 2v , 

使得: 

1 1 3 4 6 8 8V a v v v a t a v     . 

 若 8 0a  , 用 (exp( ))Ad t 消 去 1v , 再 用

(exp( ))Ad d 单位化 , 使得 3 4 6 8V v v a t v    或

3 4 6 8V v v a t v    , 两者可以用 3(exp( ))Ad v 相

互转化. 如果 6 0a  , 3 4 8V v v v   ; 如果 6 0a  , 

我们先做直接运算: 

1 1 12 2
1 5 3 4 8 6(exp( ))Ad v V e v e v e v a t        , 

2 1 5(exp( )) (exp( ))Ad d Ad v V    

    
2 2

1 1 1

2
2 2 3 3

3 4 8 6e v e v e e v e a t
 

      . 

令 

2
1

1

2

1

2 3

2
2 3

6

,

| |,

e e

e e a














 

 

得到 1 61 / 4ln | |a  , 2 69 / 4ln | |a   . 那么 3a   

4 8 6| | 1a a a     , 通过单位化 , 使得 V 等价于

3 4 8v v v t   或 3 4 8v v v t   . 

 若 8 0a  , 这 时 3 4 1 1 6V v v a v a t    . 用

(exp( ))Ad t 作用 , 使得 3 4 1 6V v v v a t    (或

3 4 1 6v v v a t   )或者 3 4 6v v a t  , 其中 3 4v v   

1 6v a t 可通过 3(exp( ))Ad v 转化为 3 4 1v v v    

6a t . 如果 3 4 6V v v a t   , 通过 (exp( ))Ad d 作用, 

V 等价于 3 4v v t  或 3 4v v t  或 3 4v v (或 3 4v v ). 

如果 3V v  4v  1 6v a t .  

 (i)当 6 0a  , 那么 3 4 1V v v v   . 

 (ii)当 6 0a  , 我们先做直接运算: 
1 1 12 2

1 5 3 4 1 6(exp( ))Ad v V e v e v e v a t        , 

2 1 5(exp( )) (exp( ))Ad d Ad v V    

    2
1 1 1 2

2
2 2 3

3 4 1 6e v e v e v e a t
        ,  

令 
1 1 2

2
1

2

2
2 3

6

, (6)

| |, (7)

e e

e e a

  



 



 

 

由式(6)得出 2 13   , 代入式(7)得 6| | 1a  . 所以

3 4 1 6 6( 0)V v v v a t a     不能再进一步约化. 这

样就证明了方程 (2)的任意一维子空间等价于

1 20, ,w w 所张成的某个子空间. 

3 方程(2)的对称约化和群不变解 

得到最优系统之后, 可以把原偏微分方程(2)

化为常微分方程. 下面以 17w 为例. 

3.1 17w 情形 
 首先求解 17w 对应的不变量 y , v . 为求不变量, 

我们解 17w 相应的特征方程. 17w 的特征方程为: 

d d d

(2 / 3)

x t u

x u t x u
 

 
,  (8) 

解式(8), 得到 17w 的 2个群不变量: 

y u x  , 3( )v t u x  ,  (9) 

从不变量(9)得到原方程(2)的不变解具有下面形式: 
3 ( ) ,u t v y x   (10) 

由式(10)计算出 u关于 x , t的各阶导数: 
3

3 3

4

( 1)
yy

xx
y

t v
u

t v





,  

4 7 2 7 2

3 3

6 6 12 9

(1 )
y y yy

tt
y

tv t vv t vv t v v
u

t v

  



,  

2 5 2 5

3 3

6( )

( 1)
y y yy

xt
y

t v t v t vv
u

t v

 



,  

把以上结果代入方程(2), 得到以下常微分方程: 
4

2 336 (4 ) 1y yyv v  . 
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3.2 其余情形 
其余情形的不变解或约化方程见表 3, 其中 '

表示单变量函数对其自变量的导数. 

表 3  非平凡群不变解及其约化方程 

情形 不变量 不变解(或约化方程) 

w1 y=t, v=u v=C1y+C2 

w2 y=x, v=u v=C1y+C2 

w3 y=t, v=u2+x2 vy
2－2vvyy－4v4/3=0 

w6 y=xt-3/2, v=u/x (vy)''1/3+y2vy=0 

w8 y=t, v=u2+x2 vy
2－2vvyy+4v4/3=0 

w9 y=t, v=u v=C1y+C2 

w10 y=t, v=u－x2 v=2-2/3y2+C1y+C2 

w12 y=x, v=u－2xt v=y2+C1y+C2 

w13 y=x, v=u+2xt v=y2+C1y+C2 

w14 y=t－x, v=u－x2 vyy=+(vyy+2)1/3 

w15 y=t+x, v=u－x2 vyy=+(vyy+2)1/3 

w16 y=u－x, v=t-3(u+x) 36vy
2+(4vyy)

4/3=1 

w19 y=xt-3/2, v=－2lnx+u/x 9h-1－y+h1/3+y2vy=0 

其中 h=2y-1+2vy+yvyy 
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