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摘要: 与分数布朗运动相比, 双分数布朗运动是一个更一般的高斯过程. 因此, 在双分数运动随

机分析理论基础上, 假定股票价格、公司价值和公司负债均服从双分数布朗运动驱动的随机微分

方程, 运用保险精算方法推导出脆弱期权在双分数布朗运动环境下的定价公式. 
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脆弱期权是一种在场外市场交易时具有信用

风险的期权, 由于存在信用风险, 导致双方进入期

权交易时都存在违约的可能性, 从而使期权无法

执行. Merton[1]首先提出了具有信用风险的结构化

模型, 用以公司债券的定价; 在此基础上 Johnson

等[2]讨论了具有违约风险的期权定价问题, 并将具

有违约风险的期权定义为脆弱期权. 随后, Hull等[3]

在违约风险存在的情况下, 提出了对衍生证券进

行估值的模型, 该模型中违约概率和恢复比例大

小均是随机的, 通过对交易对手的债券数据进行

分析, 得到了模型参数的相关信息, 并给出了脆弱

期权的定价公式. Klein[4]假设标的资产和交易对方

的信用风险存在相关性, 提出了一种可以用来改

进具有违约风险的 Black-Schokes期权定价的方法, 

得到脆弱期权的定价公式. 黄玲君等[5]在公司负债

为常数的情况下，应用风险中性原理，推导出分数

Brown 运动环境下脆弱期权的解析解. 李萍等[6]通

过保险精算方法，得到了当利率和公司负债都为常

数时分数 Brown 运动下的脆弱期权定价公式. 近

年来, 部分学者提出了双分数布朗运动[7-8], 它是

分数布朗运动的一种推广, 更具一般的高斯过程, 

可以描述分数布朗运动不能描述的资产收益率变

化的非平稳情形. 文献[9-11]假设标的资产服从双

分数 Brown 运动驱动的随机微分方程，利用双分

数布朗运动随机分析理论，通过保险精算方法分别

得到了双分数布朗运动环境下的重置期权定价公

式、再装期权定价公式和篮子期权定价公式. 当前, 

关于期权定价的方法有很多种, 比如保险精算方

法、数值模拟方法、风险中性定价方法等, 其中保

险精算方法适用范围更广泛[12-14]. 

本研究是在文献[5]的基础上, 将股票价格服

从的随机微分方程从分数布朗运动下推广到双分

数布朗运动环境下，通过保险精算方法研究了脆弱

期权在双分数布朗运动环境下的定价问题，并给出

了相应的定价公式.  

1 模型假设与模型建立 

 假设股票价格为 ( )S t , 公司价值为 ( )V t , 公司

负债为 ( )D t . 设 ( )X T 为公司在T时刻承诺支付给

债权人的金额, 若公司始终具有偿还能力, 则公司

的债权人在T 时刻取得的偿付额为 ( )X T . 若在T

时刻 ( ) ( )V T D T , 则发生违约, 此时公司的债权

人取得的偿付额为: 

 ( ) ( ) ( ) / ( )dX T X T V T D T ,  

即在T时刻, 公司的实际支付额可表示为 [14] : 

{ ( ) ( )}( ) ( )d
V T D TX T X T I ≥  

{ ( ) ( )}

( ) ( )

( ) V T D T

X T V T
I

D T  . (1) 

假定股票价格 ( )S t , 公司价值 ( )V t 和公司负

债 ( )D t 均服从双分数布朗运动, 即 
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,d ( ) ( )[( d d ( )]H K
S S SS t S t t B t   , (2) 

,d ( ) ( )[( d d ( )]H K
V V VV t V t t B t   , (3) 

,d ( ) ( )[( d d ( )]H K
D D DD t D t t B t   , (4) 

其中: ,{ ( ), 0},H K
SB t t≥ ,{ ( ), 0},H K

VB t t≥ ,{ ( ), 0}H K
DB t t≥

表示完备概率空间 ( , , )Ω F P 内的双分数 Brown 运

动; , 0S S   分别表示股票价格的期望收益率和

波动率 ; 且 , ( )H K
SB t 与 , ( )H K

VB t , , ( )H K
SB t 与 , ( )H K

DB t , 
, ( )H K

VB t 与 , ( )H K
DB t 的相关系数分别为 , ,SV SD VD   . 

引理 1 [8]   随机微分方程(2)~(4)的解分别为: 

2 2 ,1
( ) (0)exp{ ( )}

2
HK H K

S S S SS t S t t B t     , 

2 2 ,1
( ) (0)exp{ ( )}

2
HK H K

V V V VV t V t t B t     , 

2 2 ,1
( ) (0)exp{ ( )}

2
HK H K

D D D DD t D t t B t     . 

    定义 1 [8]   股票价格过程{ ( ), 0}S t t≥ 在 [ , ]t T

上的期望收益率 ( ), [ , ]S t T    定义为: 

exp{ ( )d } [ ( )] / ( )
T

St
E S T S t    . 

引理 2 [14]   随机过程{ ( ), 0}S t t≥ 在 [ , ]t T 上的

期望收益率满足 ( )S Su  , 公司价值{ ( ), 0}V t t≥
和公司负债 { ( ), 0}D t t≥ 在 [ , ]t T 上的期望收益率

( ), ( )V Du u  分别满足 ( )V Vu  , ( )D Du  . 

定义 2 [12]   在到期日T 时刻, 承诺支付额为

( ) ( ( ) )X T S T K   , 而出现违约或破产时的实际

支付额 ( ) ( ( ) / ( ))( ( ) )X T V T D T S T K   的脆弱看

涨期权的保险精算价格定义为: 

0 [(exp{ ( )d } ( ) )+
Td rT

St
C E S T e K       

0 0
{exp{ ( )d } ( ) exp{ ( )d } ( )}

]T T

V Du u V T u u D T
I

  


 ≥
 

0

0

exp{ ( )d } ( )

exp{ ( )d } ( )

T

V

T

D

u u V T

u u D T













 

0
exp{ ( )d } ( ) )+

T rT
S u u S T e K    

0 0
{exp{ ( )d } ( ) exp{ ( )d } ( )}

 ]T T

V Du u V T u u D T
I

    
. 

其中: 股票价格 ( )S T 用期望收益率 ( )S  贴现; 公

司价值 ( )V T 以及公司负债 ( )D T 分别用期望收益

率 ( ), ( )V Du u  贴现, 执行价格 K 用无风险利率 r

贴现. 

2 脆弱期权的定价 

定理 1  在到期日 T 时刻 , 承诺支付额为

( ) ( ( ) )X T S T K   , 而出现违约或破产时的实际

支付额为 ( ) ( ( ) / ( ))( ( ) )X T V T D T S T K   的脆弱

看涨期权的保险精算价格 0
dC 为: 

0 2 1 2 2 1 2(0) ( , , ) ( , , )+d rTC S N a a Ke N b b    

2 2 2(0)
(0) exp{

(0)
HK HK

D SV S V

V
S T T

D
      

2 2 }HK HK
SD S D VD V DT T        

2 2
2 1 2

(0)
( , , ) exp{

(0)
rT HK

D

V
N c c Ke T

D
     

2
2 1 2} ( , , )HK

VD V DT N d d    . 

其中: 

2 2 2
1

(0) 1
( )/( ),

2
HK HK

S S

S
a n rT T T

K
     

2 2 2 2
2

(0) 1 1
(ln

(0) 2 2
HK HK

D V

V
a T T

D
      

2 2 2)/( )HK HK HK
SV S V SD S DT T T       , 

2
1 1

HK
Sb a T  , 2

2 2
HK

Sb a T  , 

2
1 1

HKc a T  , 2
2 2 ,HKc a T    

2 2
1 1 ,HK HK

Sd a T T     

2 2
2 2

HK HK
Sd a T T    , 

( ) / ,SV V SD D         

2 2 2 2 ,V D VD V D         

2 ( , , ) ( , , )d d ,
x y

N x y x y x y  
 

     

2 2

2

1 2
( , , ) exp{ }.

2(1 )2 1

x xy y
x y

 


 
 

 
 

证明  令 

1 0
{exp{ ( )d } ( ) }

T rT
SA u u S T e K   ≥ , 

2 0
{exp{ ( )d } ( )

T

VA u u V T  ≥ 

0
exp{ ( )d } ( )}

T

D u u D T , 

记
, 2

1 ( ) / ,
H K HK
SZ B T T  则 1 1 1{ }A Z b ≥ , 

记 , , 2
2 ( ( ) ( ))/( )H K H K HK

V V D DZ B T B T T    , 则 
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2 2 2{ }A Z b ≥ , 

从而 

1 1 2 20 { , }0
[exp{ ( )d } ( ) ]

Td
S Z b Z bC E u u S T I     ≥ ≥  

1 1 2 2{ , }[ ]+rT
Z b Z bE Ke I

 ≥ ≥  

0

0

exp{ ( )d } ( )
[
exp{ ( )d } ( )

T

V

T

D

u u V T
E

u u D T













 

1 1 2 2{ , }0
exp{ ( )d } ( ) ]

T

S Z b Z bu u S T I    ≥  

0

0

exp{ ( )d } ( )
[
exp{ ( )d } ( )

T

V

T

D

u u V T
E

u u D T













 

1 1 2 2{ , } ]rT
Z b Z bKe I

  ≥  

1 2 3 4.E E E E    

其中: 

1 1 2 21 { , }0
[exp{ ( )d } ( ) ]

T

S Z b Z bE E u u S T I     ≥ ≥  

2 2[ (0)exp{ (1/2) HK
SE S T   

1 1 2 2

2
1 { , }} ]HK

S Z b Z bT Z I   ≥ ≥  

1 2

2 2 2
1(0) exp{ (1/2) }HK HK

S Sb b
S T T z 

 

 
     

1 2 1 2( , , )d dz z z z    

1 2

2 2
1 2(0) ( , ,HK HK

S Sb b
S z T z T  

 

 
    

1 2
1 2)d d = (0) ( , , )d d

a a
z z S x y x y  

 

 
   

2 1 2(0) ( , , ),S N a a   

1 1 2 22 { , }[ ]rT
Z b Z bE E Ke I

  ≥ ≥  

1 2
1 2 1 2( , , )d drT

b b
Ke z z z z 

 

 
 

 
1 2

( , , )d d
b brTKe x y x y 

 
   

2 1 2( , , ),rTKe N b b   

0
3

0

exp{ ( )d } ( )
[
exp{ ( )d } ( )

T

V

T

D

u u V T
E E

u u D T






 






 

1 1 2 2{ , }0
exp{ ( )d } ( ) ]

T

S Z b Z bu u S T I    ≥  

2

1

2 2(0) 1
(0) exp{

(0) 2

b HK
Sb

V
S T

D


 

 
    

2 2 2 2 2
1

1 1
+

2 2
HK HK HK

V D ST T T z     

2
2 1 2 1 2} ( , , )d dHKT z z z z z     

2 2 2(0)
(0) exp{

(0)
HK HK

D SV S V

V
S T T

D
      

2 2 }HK HK
SD S D VD V DT T        

2

1

2 2
1( ,

b HK HK
Sb

z T T  
 

 
    

2 2
2 1 2, )d dHK HK

Sz T T z z      

2 2 2(0)
(0) exp{

(0)
HK HK

D SV S V

V
S T T

D
      

2 2 }HK HK
SD S D VD V DT T        

2

1

( , , )d d
c

c
x y x y 

 

 
    

2 2 2(0)
(0) exp{

(0)
HK HK

D SV S V

V
S T T

D
      

2 2 }HK HK
SD S D VD V DT T        

2 1 2( , , ),N c c   

0
4

0

exp{ ( )d } ( )
[
exp{ ( )d } ( )

T

V

T

D

u u V T
E E

u u D T






 






 

1 1 2 2{ , }

(0)
]  

(0)
rT rT

Z b Z b

V
Ke I Ke

D
 

   ≥  

2

1

2 2 2 21 1
exp{

2 2

b HK HK
D Vb
T T 

 

 
    

2
2 1 2 1 2} ( , , )d dHKT z z z z z     

2 2 2(0)
exp{ }

(0)
rT HK HK

D VD V D

V
Ke T T

D
       

2

1

2
1( ,

b HK

b
z T 

 
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   

2
2 1 2, )d dHKz T z z    

2 2 2(0)
exp{ }

(0)
rT HK HK

D VD V D

V
Ke T T

D
       

2

1

(0)
( , , )d d

(0)

d
rT

d

V
x y x y Ke

D
 

 

 
     

2 2 2
2 1 2exp{ } ( , , ).HK HK

D VD V DT T N d d        

推论 1  当 1K  , 且 0D  时, 可得分数布

朗运动下的脆弱期权定价公式(参见文献[8]). 
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推论 2  当 1, 1/ 2K H  , 且 0D  时, 可

简化为文献[2]中的结果. 

推论 3  当 1, 1 / 2K H  时, 可简化为文献[4]

中的结果. 

3 结语 

利用双分数 Brown 运动下随机分析理论, 建

立了双分数环境下的金融市场模型, 在收益率和

波动率都为常数的情况下, 通过保险精算方法得

到了双分数 Brown 运动过程下脆弱期权的解析解. 

该公式是对分数 Brown 运动环境中脆弱期权定价

问题的推广, 有关双分数―跳扩散环境下脆弱期

权定价问题还有待进一步探讨. 
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Vulnerable option pricing models in bi-fractional environment 

WANG Yao, XUE Hong* 
( School of Science, Xi’an Polytechnic University, Xi’an 710048, China ) 

Abstract: For the fractional Brownian motion, the bi-fractional Brownian motion is a more general Gaussian 
process. Based on the theory of stochastic analysis of bi-fractional Brownian motion, it assumes that the stock 
price, the firm value and the corporate liability all satisfy the stochastic differential equation driven by 
bi-fractional Brownian motion. Using the actuarial approach, the pricing formula of vulnerable option in 
bi-fractional Brownian motion environment is obtained. 
Key words: bi-fractional Brownian motion; actuarial mathematics; vulnerable option 
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