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具有一般密度制约的食饵-捕食者扩散系统的行波解 

李慧茹, 肖海滨* 
（宁波大学 理学院,  浙江 宁波 315211） 

摘要: 论文主要研究一类具有非线性密度制约函数的食饵-捕食者扩散系统的行波解. 利用拓扑

打靶的方法, 借助构造似 Wazewski 集和 Lyapunov 函数, 证明了系统连结边界平衡点和共存平衡

点的非负行波解的存在. 本文的结果意味着由 Huang 所建立的行波解在捕食者具有非线性密度

制约的情形下是可以保持的. 
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食饵-捕食者扩散系统一直是理论和实验生态

学家及数学家广泛关注的重要课题. 目前国内外

已有大量相关的研究成果[1-18]. 正如文献[13]所述, 
一方面, 基于理论和现实的角度分析, 空间以及与

空间相关的特征因素已牢固建立在生态学的本质

属性之中; 另一方面, 对生态学中空间因素角度的

预先掌握所面临的数学挑战也是极其诱人的. 考

虑到种群在空间上的扩散效应, 则一般的食饵-捕

食者系统可以表示成 Kolmogorov 模型, 即 
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其中 nR  是栖息地, ( , )u x t 和 ( , )v x t 分别表示在

区域 x  和时间 t 处食饵与捕食者的种群密度, 
2 2

1 /n
i ix     是拉普拉斯算子, 正数 1d 和 2d 分别

表示食饵与捕食者的扩散系数 . 此外 , ( , )u x t   
( ( , ), ( , ))f u x t v x t 和 ( , ) ( ( , ), ( , ))v x t g u x t v x t 分 别表 示

食饵和捕食者在无扩散条件下的增长率. 并且鉴

于 生 物 学 的 意 义 , 一 般 假 设 ( ( , ), ( , ))f u x t v x t 和

( ( , ), ( , ))g u x t v x t 是 1C 类函数且满足如下条件:  
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众所周知, 有界行波解是描述空间平移过渡

过程的不变解, 其典型地表现为连结一个平衡态

到另一个平衡态. 行波解的存在性成为描述许多

物理、化学和生物现象的抛物线方程的一个重要研

究主题[19-20]. Dunbar[21-23]是潜心研究食饵-捕食者

扩散系统行波解存在性的先驱 . 文献[21-22]中 , 
Dunbar 分 别 从 1 0d  和 1 0d  两 种 情况 研 究了

Lotka-Volterra 扩散系统, 证明了系统具有连结边

界平衡点到共存平衡点的行波解. 在文献[23]中, 
Dunbar 进一步讨论了具有 Holling II 功能反应函数

的 Lotka-Volterra 扩散系统， 研究了当 1 0d  时存

在连结边界平衡点和一条共存周期轨道的行波解. 
几乎同时, Gardner[24]应用连结指标的方法研究了

食饵-捕食者扩散系统的行波解. 详尽细节可参考

文献[25]. Mischaikow 等[26]用 Conley 指标、连续性

原理和连结矩阵的理论方法研究了不同种类的抽

象食饵-捕食者扩散系统行波解的存在性. 2003 年, 
Huang 等研究了当 1 0d  时 Holling II 型食饵-捕食

者系统存在连结两个平衡点的行波解以及小振幅

的周期行波. Li 等[27]考虑了当 1 0d  时 Holling III
型食饵-捕食者系统, 并给出了类似文献[28]的结
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果. 文献[27-28]中应用的证明方法是 Dunbar[21-22]

中所应用的拓扑打靶法和 Hopf 分岔定理. 近年来, 
许多学者仍在进一步研究食饵-捕食者系统的行波

解, 如 Lin 等[29]将文献[27]的结果推广到更一般的

系统. 此外, Hsu 等[30]和 Huang[31]分别研究了更一

般增长函数和功能反应函数的食饵-捕食者系统：  
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其中 ( ), ( ), ( ), ( )p u g v h u l v 及 ( )q u 是光滑函数, 且满

足一些单调条件的假设下, 文献[30]给出了系统(2)
具有连结不同平衡点的行波解. 而 Huang[31]在函数

( )f u 和 ( ) / ( )B u f u 非单调的假设下, 证明了系统

(3)连结不同平衡点行波解的存在. 而文献[30-31]
的结论几乎涵盖了上述其他文献的相关结果. 例

如, 它可以应用到 Ivlev 型的食饵-捕食者扩散系统, 
这种扩散系统还从未被讨论过.  

本文将重点研究如下一般非线性密度制约的

食饵-捕食者扩散系统具有连结边界平衡点与共存

平衡点的行波解,  
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其中食饵的增长函数 ( )B u 和食饵-捕食者系统的

功能反应函数 ( )f u 满足文献[31]中类似的条件 ; 
正数 d 为捕食者的扩散系数. 捕食者的非线性增

长函数 ( )h v 在下文中会给出具体假设, 函数 ( )h v
在大多数文献中, 往往被看作为特殊的且没有考

虑 密 度 制 约 的 线 性 函 数 ( )h v v . 正 如 文 献

[14-15,32-34]中所述, 食物是捕食者的主要限制因

素, 因此, 种间竞争往往存在于捕食者之间的假设

不仅是合理的, 而且还是必要的. 因此, 研究捕食

者具有某种密度制约的扩散系统(4)的动力学具有

重要的生物学意义. 本文的研究动机是阐明在[31]
中建立的行波解在捕食者具密度制约的情况下是

否可以保持. 系统(4)相应反应方程组是下列常微

分方程组 
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对系统(4)作如下假设 , ( ), ( )B u f u 和 ( )h v 是
1C 类函数且满足: 

(A1) 存在一个常数 0,K   使 (0) ( ) 0B B K  , 
0, 0 0B K B      . 且当 (0, )u K 时, ( ) 0B u  ; 

当 ( , )u K  时, ( ) 0B u  ; 
(A2) (0) 0f  , 当 0u  时, ( ) 0f u  . 系统(5)

有唯一的共存平衡点 * *( , )u v , 且满足 
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此外, ( )f u 满足当 * *(0, ) ,u u u K  时,  
*( ( ) ( ))f u f u  *( ) 0u u  ;  (7) 
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B ug u
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 满足 * *(0, ) ,u u u K  时,  
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(A4) (0) 0h  , 0 0h   , 且函数
( )h v
v

在 (0,  

) 上非减函数, 此外, 存在常数 0  对任何的

0v  , 均有 
( ) 0 .h v h v
v
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在假设(A1)~(A4)下, 常微分系统(5)有 3 个非

负平衡点: 0 (0,0)E  , 1 ( ,0)E K 及 2 *( ,E u *)v . 
本文的目的就是证明系统(4)存在连结平衡点 1E 和

2E 的非负行波解, 即系统(4)有如下形式的行波解: 
( , ) ( ),u x t u x ct  ( , ) ( ),v x t v x ct     (10) 

并满足边界条件: 

1( ( ), ( )) ,u v E   2( ( ), ( )) ,u v E    (11) 
其中 0c  为行波速度. 系统(4)满足条件(10)和(11)
的行波解的存在性表明存在连结平衡点 1E 和 2E 的

过渡区, 称为“波的侵入”. 更多生物学意义上的
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行波可参考文献[21,25,31]. 本文主要结果如下: 
定理 1  假设(A1)~(A4)成立, 则如下结论成立: 
(1) 若 0 2 ( ( ) (0))c d f K h    , 则 系 统 (4)

不存在连结 1E 和 2E 的非负行波解;  
(2)若 2 ( (0)),Mc d f h  ≥ 则系统(4)存在连

结 1E 和 2E 的非负行波解 , 其中 max{ ( ) :Mf f u  

*[ , ]}u u K .  
尽管定理 1 的证明方法与文献[31]中的方法类

似, 这里要强调的是从微分方程定理理论的角度

来看, 定理 1 的结论不是文献[31]的直接推广. 首

先, 我们考虑的系统更一般, 且研究的结果包含了

文献[21-22,27,29,31]的所有相关结果. 其次, 在证

明定理 1 的过程中, 有两个实质性困难需要克服: 
其一是似 Wazewski 集  的构造. 对于系统(4)的向

量场在以任何平面做成的上边界上 2P 均不会指向

 的外部, 为此, 我们以平面系统(13)在奇点(0,0)
处的不稳定流形的正分支来建立  的上边界, 从

而克服了这一困难; 其二是不变轨道的一致正有

界性的证明, 与文献[31]不同的是没有直接的依据

来证明不变轨道的一致正有界性. 故在此需要预

先证明不变轨道的正向有界性以保证轨道会完全

位于期望的楔形区域内, 再进一步借助 Lyapunov
函数来证明不变轨道的一致正有界性. 本节结束

前再对定理 1 作如下注释.  
注 1  对 系 统 (5) 具 有 唯 一 的 共 存 平 衡 点

* *( , )u v 的假设是合理的. 例如, 当 0f u   ( 0u  )
且 2( )h v v v   , 常数 0  ,    足够小时 , 
捕食者和食饵的等倾线在第一象限内交于一点 . 
事实上, 用 0 (0, )u K 表示使式子 0( ) /f u   成

立的唯一的数且定义如下两个正数 

0
0 [ , ]

max ,
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M g u

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0

1 [ , ]
min .

u u K
M f u


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易得食饵的等倾线 ( ) ( ) / ( )v g u B u f u  和捕

食者的等倾线 ( ) ( ( ) ) /v l u f u     在第一象限

内至少有 1 个交点, 且均位于 0u u K≤ ≤ 内. 此外, 
当 1 0/M M  时, 有 

1 0l u f u M M g u            ≥ ≥  

0 ,u u K≤ ≤  

故 2 条等倾线在 0u u K≤ ≤ 内有且仅有 1 个交点.  
注 2  就相应的反应方程而言, 尽管系统(2)比

系统(3)更一般化, 但系统(4)不是系统(2)的特例.  

注 3  若 ( ) Mf K f , 且 ( )f u 在 [0, ]K 上单调, 
则 2 ( )Mc d f   是系统(4)连结 1E 和 2E 行波解

的最小波速 . 若 ( ) Mf K f 且 2 ( ( ) )d f K  ≤ 
2 ( )Mc d f   , 系统(4)是否存在一个连结 1E

和 2E 的行波解仍是一个开问题.  
注 4  定理 1 表明: 文献[31]中建立的行波解

在考虑捕食者具有一般非线性密度制约的情形下

是可以保持的.  

1 似 Wazewski 集  的构造和连接轨道 

据文献[31]中相似的论证, 我们仅需考虑以下

三维系统的解 ( ( ), ( ), ( ))u t v t w t 的存在: 

2
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d
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其中 ( ) 0u t ≥ , ( ) 0v t ≥ , 并满足边界条件: 

* * *
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u v w K
u v w u v v
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在下文中, 我们仍分别用 1E 和 2E 重命名系统

(12)的两个平衡点 ( ,0,0)K 和 * * *( , , )u v v .  
首先, 我们考虑下面的平面常微分系统 

2d ( ),
d
d ( ).
d

v c v w
t d
w h v
t


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     (13) 

系统(13)在平衡点 (0,0) 处的雅可比矩阵是 

 

2 2/ /
0 0

c d c d
h

 
    

,  (14) 

特征值是 
2 4 2

1 2

4 ) / 2 0c c c hk
d d d


     , 

2 4 2

2 2

4 ) / 2 0.c c c hk
d d d


      

因此系统(13)在平衡点 (0,0) 处有一维全局不

稳定流形 的正分支, 可用如下的解时间参数化 
( ),
( ),

v t
w t





 

    (15) 

且满足初值 0 0( 0 , 0 ) ( , )v w      , 全局流形  的



 
第 6 期 李慧茹, 等: 具有一般密度制约的食饵-捕食者扩散系统的行波解 81  

 

分支完全位于三角形区域 ,v w w v    内, 并且

可用下列函数表示其图像 
1( ) ( ( )),w G v v    0v  ,      (16) 

其中函数 ( )G v 满足常微分方程 
2 ( ( )) ( ) / ( ) 0.c v G v G v d h v     (17) 

基于上述准备, 可定义一个无界区域 3R  如下:  
{( , , ) 0 , 0,u v w u K v   ≤ ≤ ≥  

/ 2 ( )},v w G v≤ ≤  (18) 

其中函数 ( )G v 是满足条件(16)和(17)的光滑函数.  
其中 的边界由如下的 ( 1,2,3,4)iP i   4 部分 

1 {( , , ) 0 , 0, / 2},P u v w u K v w v        (19) 

2

3

4

{( , , ) 0 , 0, ( )},
{( , , ) 0, 0, / 2 ( )},
{( , , ) , 0, / 2 ( )},

P u v w u K v w G v
P u v w u v v w G v
P u v w u K v v w G v

     

   

   

≤ ≤
≤ ≤

 

和 1 条线段 {( , , ) 0 , 0}l u v w u K v w   ≤ ≤ 构成.  
令 ( )t p 是系统(12)定义的流 , 即 ( ( ), ( ),u t v t  

( )) ( )tw t p 是系统(12)满足初值 0 ( )p p  的一

个 解 . 通 过 一 些 简 单 的 计 算 可 以 得 到 当 c≥  
2 ( 0 )Md f h    时, ( )t p 在任何正的时间都不

会从  中 3 4P P  的边界离开  及系统(12)的

向量场均指向 外部. 同时, 也可得到如下引理.  
引理 1  对任何的点 2p P , 系统(12)的向量

场均指向 的外部.  
证明  仅需证明在任何点 2( , , )p u v w P , 系统

(12)轨迹的切向量与  的外法向量 (0, ( ),G v   1)
的点积非负即可. 事实上, 由(17)可得 

2( , , ) (0, ( ),1) ( ) ( )u v w G v f u v c v w
  

       
( ) / ( ) ( ) 0G v d h v f u v    . 

证毕.  
下面将继续研究系统(12)在平衡点 1E 处的不

稳定流形. 系统(12)在平衡点 1E 处的线性化系统 

2

d ( ) ( ) ,
d
d ( ),
d
d ( ( ) (0)) .
d

u B K u f K v
t
v c v w
t d
w f K h v
t



   

  



  


    (20) 

其系统矩阵有 2 个正的特征值 
2 4 2

1

2 4 2
2

( ( ) (0) ) / (2 ),

( ( ) (0) ) / (2 ),

c c c d f K h d

c c c d f K h d

 

 

     

       

和 1 个负的特征值 3 )B K   . 3 个特征值所对应的

特征向量分别是 
T

2
1 2

1

T

1
2 2

2

( ) ,1, ,
( )

( ) ,1, ,
( )

df Kh
B K c

df Kh
B K c







  
      

  

    

 

和  T3 1,0,0h  . 故系统(12)在平衡点 1E 处有 1个二

维的不稳定流形 u
K 和一维的稳定流形.  

根据文献[31]中引理 3 的相似分析可得: 当

2 ( )Mc d f h  ≥ 时, 存在连接 *
1 1p P 和 *

2p  

2P 的 1 条曲线 u
K  , 使  * *

1 2\ ,p p  . 同时, 由

文献[31]中的命题 3.1 的相似方法, 可得当 c≥  

2 ( )Md f h   时, 系统(12)存在不变轨道 

0 {( ( ), ( ), ( )) }u t v t w t t R     ,  (21) 

且满足条件 
( ( ), ( ), ( )) ( ,0,0),u t v t w t K .t  (22) 
下面继续研究轨道 0 当 t时的极限状态, 

首先给出以下引理.  
引理 2  当 t 时 , 轨道 0 {( ( ), ( ),u t v t   

( )) }w t t R  是有界的, 即 0 是正向有界的.  
证明  固定正数 2

0 5 / ( )r c d≥ . 考虑 (iP i   
1,2,3,4,5) 所围成的有界区域区域  , 其中 5P 是圆

柱的一部分: 
2 2 2

5 0{( , , ) 0 ,P u v w v w r u K     ≤ ≤  
0 / 2 },v w≤ ≤  (23) 

且在 5P 上的外法向量为 (0,2 ,2 )v w . 假设轨迹 0 在

时刻 0t 首次经过 5P 上的某点 0p , 则轨道的切向量

和点 0p 处法向量的内积是非负的, 即 

0 0 0 0 0( ( ), ( ), ( )) (0,2 ( ),2 ( )) 0.u t v t w t v t w t
  

 ≥   (24) 
然而, 另一方面,  

0 0 0 0 0( ( ), ( ), ( )) (0,2 ( ),2 ( ))u t v t w t v t w t
  

   
2

0 0 02 ( ( ) ( )) ( ) /c v t w t v t d   

0 0 0 02 ( )( ( ( )) ( ) ( ( )))=w t f u t v t h v t   

 2
0 0 2

0 02
0

( ( )) 0 ( )
2( ( )) ( )

( )
h v t h v tc w t v t

d v t
 

   

2
0 0 02(( ( ( )) (0)) / ) ( ) ( )f u t h c d v t w t    ≤ 

2 2
0 0 02( / ( )) ( ) 2(( ( ( ))c d w t v t f u t     

2
0 0(0)) / ) ( ) ( ).h c d v t w t   (25) 
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由 c≥ 2 ( )Md f h   , 可得 
2

0( ( ( )) (0)) /f u t h c d      
3( (0)) 0.Mf h     (26) 

而且, 由轨迹 0 在  内的不变性质,  
4

2 2 2
0 0 0 2 2

5( ) ( ) ,cv t w t r
d 

  ≥ 0

0

( ) 1 ,
( ) 2
w t
v t

≥    (27) 

它隐含 
2

0/ ( ) 0.c d w t   (28) 

事实上, 若(28)不成立, 则可得如下矛盾: 
4

2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 2 2

5( ) ( ) 4 ( ) ( ) .cv t w t r w t w t
d 

    ≤  

故由(25), (26)和(28)可得: 

0 0 0 0 0( ( ), ( ), ( )) (0,2 ( ),2 ( )) 0,u t v t w t v t w t
  

     (29) 

与(24)相矛盾. 因此, 轨道 0 会一直处于有界区域

  的内部. 证毕.  
由引理 2 即可得下列引理.  
引理 3  对轨道 0 { ( ), ( ), ( )) }u t v t w t t R     , 

均存在一个正数 , 使 
1 ( ) ,
2 ( )

w t
v t

≤ ≤ .t R  (30) 

证明  只须证明右边不等式, 记 l  是 2P 和 5P
的相交曲线, 其中 2P 和 5P 分别由(19)和(23)定义, 
l  的集合可用如下公式表示 

1 2 1 2
0 0{( , ( ), ( ( ))) 0 },u H r G H r u K      (31) 

其中函数 2 2( ) ( )H v G v v  , ( )G v 由(16)定义. 给

定时间 0t   ,  
1 2 1 2

0 0 0 0( ( ), ( ( ))) ( ( ), ( ))H r G H r t t    , 
其 中 0 0( ( ), ( ))t t  为 方 程 (13) 在 时 刻 0t 经 过 点

1 2 1 2
0 0( ( ), ( ( )))H r G H r  的解, 则函数 
( ) ( ) / ( ),k t t t  0( , ],t t     (32) 

当 t 时, 1( )k t k , 则函数 ( )k t 存在上确界

   . 故定义如下无界楔形区域   
{( , , ) 0 , 0,u v w u K v    ≤ ≤ ≥  

/ 2 },v w v≤ ≤  (33) 

且可得 

0 ( ),      (34) 
故不等式(30)成立. 证毕.  

下面将进一步研究轨道 0 的一致正有界性, 
这对研究 t的极限动态是至关重要的. 利用

引理 3 和构造的 Lyapunov 函数, 可得引理 4.  

引理 4  轨道 0 { ( ), ( ), ( )) }u t v t w t t R     中分

量 ( ), ( )v t w t 是一致正有 界的 , 即 存在两个 正数

( 1,2)iM i  , 对任何的 t R , 使 

1 ( ),M v t≤ 2( ) .w t M≤   (35) 
证明  对轨道 0 { ( ), ( ), ( )) }u t v t w t t R     定义

[0, ) R  上的函数 L : 
 

*

*( ) ( )
( ) d

( )
u t

u

f s f u
L t s

f s


   

* *
1 ( )( ( ) ( ) ( ) ln ( )).

( )
w tw t g u g u v t
v t

    (36) 

其中 *u 在假设条件(A2)中被定义. 利用(6)和系统

(12), 计算 ( )L t 的导数如下: 

*
d ( ( ( )) ( ))( ( ( )) ( ))
d
L f u t f u g u t v t
t
     

( ( )) ( ) ( ( )) /f u t v t h v t    

*
2

( )( ( ( )) ( ) ( ( ))) ( )
( )

g u f u t v t h v t v t
v t





  

2
*

2

( ) ( ( ) ( )) ( )
( )

g u c v t w t w t
d v t


  

2
*( ) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))

( )
g u c v t w t f u t g u t

d v t


   

* *( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )f u t v t f u g u t f u v t    

*
( ( ))( ( )) ( ) ( ) ( ( ))h v tf u t v t g u f u t


    

2
2* *

2

( ) ( ( )) ( ) ( ( ) ( ))
( ) ( )

g u h v t c g u v t w t
v t d v t 

    

*( ( )) ( ( )) ( ) ( ( ))f u t g u t f u g u t   

* * * * *( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )g u f u t g u f u g u f u    

*
*

( ) ( ( ))( ( ))( ) ( )
( )

g u h v th v tf u v t
v t 

    

2
2*

2

( ) ( ( ) ( ))
( )

c g u v t w t
d v t

   

* *( ( ( )) ( ))( ( ( )) ( ))g u t g u f u t f u    

* *

*

( ) ( ) ( ) ( ( ))h v h v v t h v t
v  

    

2
2* *

2

( ( )) ( ) ( ( ) ( ))
( ) ( )

v h v t c g u v t w t
v t d v t 

    

* *( ( ( )) ( ))( ( ( )) ( ))g u t g u f u t f u    

*
*

*

( ) ( ( ))( )( ( ) )
( )

h v h v t v t v
v v t 

    

2
2*

2

( ) ( ( ) ( )) .
( )

c g u v t w t
d v t

  (37) 
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由 假 设 条 件 (A2)~(A4) 可 得 , 当 0t≥ 时 , 
d 0
d
L
t
≤ . 利用(30)和文献[31]中命题 3.1 类似证明, 

可推断出(35). 证毕.  

利用上述引理 4 和文献[31]中的证明方法, 可

得下述引理 5, 从而完成期待的连结 1E 和 2E 的轨

道的建立.  
引 理 5  若 c≥ 2 ( )Md f h   , 则 0   

{ ( ), ( ), ( )) }u t v t w t t R   是连结平衡点 1E 和 2E 的非

负轨道.  

2 定理 1 的证明 

因系统(12)和文献[31]中的系统(2.3)在平衡点

( ,0,0)K 处有相同的线性系统(20), 且文献[31]对定

理 1 中(a)部分的证明与定理 1 中(1)部分的证明完

全相同. 而引理 5 正是定理 1 中的(2)部分, 证毕. 
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Traveling wave solutions for diffusive predator-prey type systems  
with general density dependence 

LI Hui-ru, XIAO Hai-bin* 
( Faculty of Science,  Ningbo University,  Ningbo 315211,  China ) 

Abstract: In this paper, a traveling wave solution for a class of diffusive predator-prey system with nonlinear 
density dependence is considered. Using methods of topological shooting, we show the existence of a 
non-negative traveling wave solution, which connects a boundary equilibrium to the co-existence equilibrium 
facilitated by a Wazewski-like set combined with a Lyapunov function. These mean Huang’s results are 
generalized for prospective applications. 
Key words: traveling wave solutions; connecting orbits; diffusive predator-prey systems; density dependence; 
minimum wave speed 
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