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弹性约束边界条件下拉索结构横向振动特性分析 

程  鹏, 冯志敏, 陈跃华*, 张  刚, 闫  伟 
（宁波大学 海运学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 在拉索两端引入线性约束弹簧和扭转约束弹簧, 通过对弹簧设置相应的刚度系数, 得到弹

性边界条件包括经典边界条件下的拉索横向振动模型. 振动位移采用切比雪夫级数展开, 使得

横向位移在整个求解域内足够光滑. 对不同边界条件下的拉索横向振动进行了研究, 研究结果

与参考结果的良好吻合验证了所构造模型的正确性; 并进一步对线性约束弹簧刚度和扭转约束

弹簧刚度对拉索横向振动特性的影响进行了分析. 研究结果表明, 边界条件对拉索振动固有频

率的影响不可忽略.  
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斜拉索作为斜拉桥的关键构件, 具有自重小、

柔度大、低阻尼等特点, 在风雨及车辆等动态载荷

激励下, 很容易发生振动. 随着斜拉桥跨度的增加, 

斜拉索振动问题变得越来越突出[1].  

研究拉索结构的稳定性和动态响应分析时, 需

要对拉索结构横向振动特性进行研究. 在对拉索

结构进行健康监测和损伤识别研究中, 需通过结

构动态测试手段测得结构的各阶固有频率[2-3], 并

与其理论值进行对比, 从而判断拉索结构是否损

伤[4]. 主要测试方法有液压表法、压力传感器法[5]、

测量伸长法、磁通量法[6]及频率法[7]. Mehrabi等[8]

考虑垂度和抗弯刚度对拉索振动特性的影响, 做

了大量的参数分析, 给出了拉索的振动频率与索

力之间的数学模型. 宋一凡等[9]将固支拉索的振型

函数考虑为压杆屈曲函数, 根据 RITZ 法计算拉索

的固有频率. 徐霞飞等[10]推导拉索在一般边界条

件下的自由振动频率方程和索力的解析表达式, 

分析边界条件对拉索索力估算的影响. Zui 等[11]考

虑拉索的弯曲刚度和垂度的影响, 并给出了固支

拉索的索力表达式.  

目前在对拉索横向振动的研究中, 通常假设

其两端为理想的简支或固支条件. 事实上, 拉索的

边界条件并非理想的简支和固支, 而是介于简支

和固支之间[12]. 斜拉桥拉索端部通过锚具与主梁

和索塔相连接, 在工程中锚具方式较为复杂, 不能

简单当作简支或固支边界处理[13]. 在实际测量过

程中, 由于索力与其振动频率之间存在着特定的

关系, 索力可由频率换算而间接得到[14]. 分析拉索

两端为固支或简支边界约束时, 通过计算出来的

索力与实际索力存在明显的偏差. Prato和 Ceballos

等[15]在研究中发现拉索的索力变化超过 10%时, 

取决于两端的边界约束是由固支或简支情况下产

生的, 认为在计算索力时需考虑拉索两端的转动

刚度. Ceballos 等[16]考虑了拉索两端转动刚度对拉

索索力的影响, 基于振动微分方程, 推导了考虑转

动约束刚度的频率-索力解析表达式. 魏金波等[17]

通过有限元法对弹性支承拉索的动力特性进行了

研究, 结果表明随着弹性支承刚度的增大, 拉索的

自振频率随之增大. 因此在进行振动模型时, 需要

找到一种与实际情况相符的边界约束形式.  

由上述综述可知, 在目前大部分研究中都是

假定拉索两端为简支或固支条件, 这种假定与实

际边界约束还存在一定的误差. 特别是在研究长

度较短的拉索时, 更不能简单地当作简支或固支
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边界条件. 对于此类复杂边界问题的研究目前还

很少, 为此需要进一步研究边界约束条件对拉索

振动特性的影响. 本文基于能量变分原理, 建立了

弹性约束边界条件下的拉索横向振动特性预报模

型, 采用 Chebyshev级数方法求解拉索振动系统特

征方程. 通过计算的固有频率与参考文献中不同

边界条件下拉索振动固有频率对比, 验证了本模

型的正确性. 并在此基础上, 讨论了边界线性约束

刚度和扭转约束刚度对拉索横向振动频率的影响.  

1 理论模型 

研究拉索结构横向振动问题. 考虑到拉索的

长度远大于横截尺寸, 忽略其转动惯量和剪切变

形(图 1), 同时忽略拉索的垂度问题. 假定拉索两

端分别受到线性支承弹簧 1k , 2k 和扭转弹簧 1rk , 

2rk 的约束, 则由拉索边界力和力矩平衡关系, 可

得拉索边界条件方程[12]:  
3
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式中, E, I, S, l分别为拉索结构的弯曲刚度、截面惯

性矩、索力、拉索长度; rQ 为拉索端部剪力; rM 为

拉索端部弯矩; w为拉索横向振动位移; 下标 1、2

分别代表相关物理量位于拉索的左端和右端. 由

边界条件方程可知, 通过调节拉索边界处的线性

支承弹簧刚度和扭转弹簧刚度, 即可模拟拉索的

弹性边界条件. 对于简支边界条件, 可通过将线性

支承弹簧刚度系数 1k 和 2k 设置为无穷大, 而扭转

弹簧刚度系数 1rk 和 2rk 设置为零. 对于固支边界条

件, 考虑设置边界约束刚度系数为无穷大, 将两组

弹簧刚度系数设置为无穷大; 当考虑两组弹簧刚

度系数为特定值时, 则表示位于简支和固支边界

约束之间的弹性边界约束.  

由振动理论可知, 拉索的横向位移 ( , )W x t 表

示为如下形式: 

( , ) ( ) j tW x t w x e  , (5) 

式中, ( )w x 为拉索横向位移分布函数; j te  是简

谐时间因子; 为圆频率.  

由能量变分原理可知, 拉索结构的拉格朗日

泛函 L可表示为如下形式: 

L V T  , (6) 

式中, V表示拉索结构的总势能; T表示拉索结构的

动能. 其中, 总势能由拉索拉伸应变能 Vs、拉索弯

曲应变能 Vf 以及存储在边界弹簧中的弹性势能 Vk 

三项构成. 拉索的动能和势能可分别表示如下: 
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式中, m 为拉索质量线密度. 由(8)式可知, 拉索的

弯曲应变能和拉伸应变能分别对应着第 1个和第 2

个积分项, 而第 3、4 项则分别表示在拉索左端和

右端边界弹簧储存的弹性势能.  

在进一步建立拉索的拉格朗日函数时, 需要

选定合适的位移函数表达式. 这里, 拉索的边界条

件可通过边界弹簧约束进行描述, 因此需要给出

满足边界约束条件下的位移函数. 位移函数的基

本要求是满足所有边界, 基函数之间满足正交性, 

并在求解域内连续、光滑性符合原函数的要求, 而

常见正交多项式满足此要求. 本文考虑的是第一

类 Chebyshev多项式, 对于 n阶 Chebyshev级数多

项式的表达式如下[18]:  

( ) cos( arccos ), 0,1,2,3 ;| | 1nT x n x n x   ≤ . (9) 

由三角函数关系: 

cos[( 1) ] cos[( 1) ] 2cos cos( ),n n n        

0 2π≤ ≤ , 图 1  弹性约束边界下拉索横向振动分析模型 
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可得到如下递推公式: 

1 1( ) 2 ( ) ( )n n nT x xT x T x   . (10) 

由归纳法可以推导出第 n阶Chebyshev多项式

的具体表达式为:  
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上式中[ / 2]n 为 n/2取整部分.  

对于定义在区间 [ 1,1] 的连续函数 ( )f x 可按

Chebyshev级数进行展开:  
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因而, 拉索的横向位移函数可采用 Chebyshev多项

式进行展开. 需注意到, Chebyshev 多项式定义区

间是 [ 1,1] , 而拉索的位移定义区间为 [0, ]l , 故展

开拉索的横向位移前需进行相应的坐标变换, 坐

标变换表达式为:  

(1 ) / 2x l   , (13) 

坐标变换后拉索的横向位移表达式为:  
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式中, nA 为级数展开式系数, 由(14)式可知, 拉索

位移为无穷多项 Chebyshev多项式的和. 但在实际

计算中, 为了提高计算效率将选有限项进行计算.  

将(14)式代入拉索结构的势能和动能表达式

中可得:  
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将(14)~(16)式代入(6)式, 并按照 Rayleigh-Ritz

法令拉索的拉格朗日泛函对位移函数中的未知系

数取极值.  

/ 0nL A   , (17) 

得到系统特征方程:  
2( ) 0 K E , (18) 

式中, K 和 分别为拉索刚度矩阵和质量矩阵在

Chebyshev多项式基下的投影; E为位移展开式中

的未知系数向量.  

为给出矩阵元素的具体计算公式, 可做如下

定义: 变量 , 0,1,2  和 ,  .  
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于是拉索横向振动的刚度矩阵 K、质量矩阵M

以及位移系数向量 E具体表达式为: 
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通过求解(18)式此标准的矩阵特征值问题, 可

以得到弹性边界约束条件下拉索横向振动的固有

频率和振型. 与其他方法相比, 本模型可以考虑弹

性边界约束情况. 当边界条件改变时, 仅需设置相

应的弹簧刚度, 便可得到任何经典边界条件, 而无

需对理论模型进行重新推导, 适合于边界条件对

拉索横向振动特性的影响分析.  

2 数值结果与分析 

2.1  两端简支边界约束条件 
研究两端简支边界条件, 选取数值仿真数据

参数如下: 拉索长度 l  190.22 m, 拉索线密度m   

60.74 kg·m-1, 拉索拉力 S  3 959 kN, 拉索弹性模

量 E  2×1011 N·m-2, 拉索直径 d  0.121 m. 两端简

支边界条件下, 推导的固有频率表达式为[19]:  
2 2

2

π π
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n S n EI
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l m l S
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式中, n为模态序列数. 

对于两端简支边界条件下拉索的横向振动分

析, 在进行数值计算时, 模拟简支边界约束条件如
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下: 扭转约束弹簧刚度系数为零, 线性约束弹簧刚

度系数为某个足够大的数. 拉索两端线性弹簧约

束刚度不同, 拉索前 8阶振动频率变化情况见表 1. 

线性弹簧刚度系数达到 1 2k k  1011 N·m-1, 1rk   

2rk  0 Nm·rad-1 时, 拉索的固有频率趋于稳定. 表

中还给出了模拟两端简支边界条件下, 拉索横向

振动模态频率与经典简支边界条件频率的结果比

较, 并且采用解析法求解简支边界下的拉索振动

微分方程. 表 1 还显示, 可通过对模型中边界约束

设置为简支边界约束, 计算拉索固有频率. 通过比

较两者的计算结果, 最大偏差为 0.43％, 两者结果

吻合良好, 验证了模型的正确性 

表 1  简支边界条件下线性弹簧约束刚度系数收敛情况 

边界约束刚度系数 k1=k2/(N·m-1) 模态

阶数 101 103 107 109 1011 
理论解误差/%

1 0.01 0.07 0.67 0.67 0.67 0.67 0.00

2 0.67 0.68 1.34 1.34 1.34 1.34 0.00

3 1.34 1.35 2.00 2.01 2.01 2.01 0.00

4 2.01 2.02 2.67 2.68 2.68 2.68 0.00

5 2.69 2.69 3.34 3.36 3.36 3.36 0.00

6 3.36 3.36 4.02 4.03 4.03 4.03 0.00

7 4.04 4.03 4.70 4.72 4.72 4.70 0.43

8 4.79 4.77 5.72 5.79 5.73 5.71 0.35

如表 2 所示, 给出了在不同截断项数拉索前 7

阶频率的收敛情况. 随着截断项数的提高, 拉索计

算结果更接近理论值, 因此后面计算过程中, 在保

证计算结果准确性的条件下, 为提高计算效率, 对

Chebyshev级数项数进行截断, 当截断项数取 12时, 

拉索固有频率基本接近理论值, 表明在对拉索进

行固有频率的计算结果已经收敛, 为此在随后的

数值计算中, 对 Chebyshev级数项数展开时, 截断 

表 2  Chebyshev级数截断项数收敛情况 

模态阶数 截断 

系数 1 2 3 4 5 6 7 

7 0.67 1.34 2.02 2.70 4.00 5.10 6.34

8 0.67 1.34 2.01 2.70 3.42 5.10 6.34

9 0.67 1.34 2..01 2.69 3.42 4.16 6.33

10 0.67 1.34 2.01 2.69 3.36 4.14 4.93

11 0.67 1.34 2.01 2.69 3.36 4.05 4.90

12 0.67 1.34 2.01 2.68 3.36 4.02 4.70

理论值 0.67 1.34 2.01 2.68 3.36 4.03 4.70

系数均取前 12项. 

对于简支-简支边界条件, 只需将拉索两端线

性支承约束刚度系数设置为 1 2k k  1011 N·m-1, 

而扭转约束刚度系数设置为零即可. 通过将特征

方程求解所得的特征向量系统代入(18)式, 便可得

到拉索横向振动模态振型. 分析不同线性约束刚

度下拉索模态振型的变化规律, 图 2给出了拉索前

 

 

 

 

图 2  拉索前 4阶模态振型下不同弹性边界约束刚度的变化
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4 阶模态振型的变化情况. 由图可知, 拉索的模态

振型在边界处位置发生了改变, 振型也发生相应

变化.  

为进一步验证模型的正确性, 本文计算了简

支边界约束下的解析解, 并对本文模拟简支边界

下拉索振型分布与解析解进行比较, 如图 3 所示, 

两者结果吻合良好. 对于两端简支边界, 通过计算

分析可知, / ( )l T EI 不是很大的情况下, 可用正

弦曲线来替代理论振型函数[20], 即:  

( ) sin( π / )w x n x l , (27) 

式中, n为模态序列数.  

2.2  两端固支边界约束条件 
对两端固支边界条件下拉索横向振动分析, 考

虑扭转弹簧刚度系数从零到无穷大进行变化, 即

整个过程相当于从简支-简支到固支-固支的演变

过渡. 采用文献[21]中相关参数进行分析, 拉索弯

曲刚度 EI 2.67×105 N·m2, 拉索长度 l  8.21 m, 拉

索索力 S  574.31 kN, 线密度 m  24.0 kg·m-1, 线

性约束弹簧刚度系数为 1 2k k  1011 N·m-1, 扭转

约束弹簧刚度系数 1rk , 2rk 从0增加到1011 Nm·rad-1. 

表 3给出了前 5阶拉索固有频率随扭转约束刚度系

数的变化情况. 由此可以看出, 当扭转弹簧刚度系

数取值达到 1rk , 2rk  109 Nm·rad-1 时, 继续增加扭

转刚度系数将不再改变系统固有频率. 根据经典

理论可知, 固支拉索的振动频率由求解频率方程

给出[22]:  

1 2 2 12 (1 ch cos )l l      
2 2

2 1 2 1sh sin ( ) 0l l     , (28) 
其中, 

2 4 2 4
4 4

1 2, ,
2 2 2 2

k k
            

2 4 2/ ( ), / ( ).S EI k m EI    

表 3  固支边界条件下扭转弹簧约束刚度系数收敛情况 

边界约束系数 kr1 =kr2 / (Nm·rad-1) 模态

阶数 101 103 105 107 109 

文献

[22]

误差/

%

1 9.74 9.74 10.06 11.66 11.66 11.66 0.00

2 21.25 21.26 21.86 25.31 25.31 25.31 0.00

3 35.89 35.90 36.72 42.30 42.30 42.30 0.00

4 54.47 54.48 55.46 63.37 63.37 63.37 0.00

5 77.43 77.45 78.54 88.88 88.88 88.88 0.00

表 3还列出了模拟两端固支边界条件下, 拉索

横向振动模态频率与文献[22]结果的比较, 进一步

验证了本文理论模型的正确性. 从表中看出, 本文

模拟固支边界约束计算结果与文献[22]相比, 前 5

阶固有频率基本相同, 两者偏差为 0. 

2.3  固支-弹性边界约束条件 
2.3.1 线性弹簧刚度对拉索频率的影响 

分析线性支承刚度对拉索固有频率的影响规

 

 

 

 

图 3  简支边界条件拉索横向振动模态振型图
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律, 以及拉索一端的线性约束刚度系数变化对固

有频率的影响. 当边界约束从固支-自由变化到固

支-简支状态时, 表 4 给出了不同边界刚度下拉索

前 5 阶固有频率变化情况. 由表中数据可知, 随着

线性边界约束刚度的增加, 拉索各阶固有频率逐

渐升高 , 但这种变化并不均匀 . 当 2k 取值小于

103 N·m-1 时, 拉索自振频率变化较小; 当 2k 取值

103~107 N·m-1时, 固有频率变化较大, 为线性刚度

对拉索固有频率影响的敏感区间. 表中还对本文

模拟固支-简支边界条件下的拉索固有频率与文献

[23]结果进行比较, 可以看出两者能够很好地吻合, 

最大偏差为 1.62%. 计算结果表明本文在对拉索横

向振动特性分析的正确性.  

表 4  一端固支一端弹性约束不同边界刚度下 

拉索前 5阶固有频率 Hz 

边界支承刚度系数 k2/ (Nm·rad-1) 模态

阶数 101 103 105 107 109 

文献

[23]

1  5.20  5.20 7.04 10.53 10.62 10.62

2 16.33 16.33 17.33 22.93 23.15 23.15

3 29.72 29.72 30.43 38.50 38.97 38.94

4 46.47 46.47 47.01 59.61 59.70 58.75

5 72.82 72.82 73.30 80.96 82.35 82.96

注: 模态阶数 1~5误差分别为 0.00%, 0.00%, 0.00%, 1.62%, 0.74%. 

2.3.2 扭转弹簧刚度对拉索频率的影响 

将固支-固支边界拉索结构一端的扭转约束进

行释放, 即该端扭转弹簧刚度系数从零到无穷大

进行变化, 整个过程相当于从固支-简支到固支-

固支的演变过渡. 表 5给出了拉索前 5阶固有频率

随扭转约束刚度系统的变化. 从表中可见, 相比较

于线性约束刚度情况, 扭转约束刚度的影响较为

平缓. 当 2rk 取值小于 103 Nm·rad-1时, 固有频率变

化并不明显; 当 2rk 取值 105~107 Nm·rad-1时, 固有 

表 5  一端固支一端弹性约束不同扭转约束刚度下 

拉索前 5阶固有频率 Hz 

边界扭转约束刚度系数 kr2/ (Nm·rad-1) 模态

阶数 101 103 105 107 109 1011

1 10.62 10.62 10.80 11.61 11.66 11.66

2 23.15 23.16 23.49 25.21 25.31 25.31

3 38.97 38.98 39.41 42.15 42.34 42.34

4 60.94 60.95 61.62 62.78 63.37 63.37

5 85.47 86.38 87.07 88.31 88.88 88.88

频率变化较大, 为扭转刚度对拉索固有频率影响

的敏感区间. 从表中还可以看出, 随着边界扭转约

束刚度逐渐增加, 各阶固有频率相应提高; 当边界

扭转约束刚度达到 109 Nm·rad-1时, 拉索横向振动

频率趋向于稳定. 
2.4  两端弹性支承边界约束条件 
分析两端弹性支承边界约束情况. 为更加全

面揭示边界约束刚度对拉索振动特性的影响规律, 

设定变量 1 1 1 2 2 2,c r c rk k k k k k    , 拉索固有频率

与其两端边界约束刚度变化如图 4 所示, 其中

1 1,rk k 和 2 2,rk k 从 0.1(自由边界)增加到 1×1012(固支

边界). 图 4(a)~(d)为拉索第 1阶到第 4阶固有频率

的变化情况. 从图中可知, 随着拉索两端边界约束

刚度的增大, 拉索固有频率也相应增大; 当边界约

束达到固支边界约束时, 继续增大边界约束刚度, 

拉索固有频率不再增加. 结果表明, 边界约束刚度

对拉索固有频率的影响存在一定范围, 超出此范

围时, 拉索横向振动固有频率将保持不变. 从频率

分析角度上来看, 在索力一定的情况下, 将拉索两

端当做简支和固支处理时, 分别计算简支边界下

拉索固有频率与固支边界下的固有频率, 拉索前 4

阶自振频率相差 16.50％, 16.03％, 15.90％, 14.05％, 

说明边界条件对拉索横向振动固有频率有显著影

响. 因而在进行索力估算时, 需要考虑拉索实际的 
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图 4  边界约束刚度对拉索横向振动特性的影响  

边界扭转约束情况; 在考虑边界约束情况时, 通过

测量的拉索振动频率与计算的频率进行迭代得到

扭转约束的初值, 可以提高索力估算的精度. 

3 结论 

本文建立了弹性边界约束条件下拉索横向振

动模型, 通过在拉索边界处增加 2组约束弹簧来模

拟弹性边界约束条件. 设置 2组弹簧刚度系数来模

拟经典边界约束条件, 计算出经典边界约束下的

拉索横向振动频率与振型分布, 与文献中结果比

较, 两者吻合良好, 验证了本文建立模型的正确性. 

同时仿真分析了线性边界约束刚度和扭转约束刚

度对其横向振动特性的影响.  

通过研究得到如下结论:  

(1)提出了一种弹性边界条件下, 拉索结构横

向振动特性分析的 Chebyshev多项式方法, 建立了

弹性边界条件下拉索横向振动特性预报模型, 通

过 Rayleigh-Ritz 法获得 Chebyshev 多项式级数解, 

得到系统特征矩阵方程.  

(2)分析了边界约束刚度对拉索横向振动特性

的影响规律, 结果表明, 在一定范围内, 边界约束

刚度对拉索横向振动频率影响较大; 当边界约束

刚度超过此范围时, 边界约束刚度对拉索固有振

动特性影响程度降低. 线性约束弹簧刚度的变化

对拉索横向振动特性的影响甚于扭转弹簧刚度的

变化, 且线性约束刚度取值越大, 横向振动频率越

大. 在实际工程应用中, 进行索力估算时, 需要考

虑边界条件对拉索的频率影响, 在不同边界条件

下拉索的自振频率有明显变化. 通过分析线性支

承刚度和扭转刚度对拉索横向固有频率的影响规

律, 并通过测量拉索的振动频率, 进而确定边界的

约束初值, 所得结果可用于斜拉桥拉索的索力识

别问题, 修正拉索索力, 以及提高拉索预拉力的计

算精度.  

(3)本文在研究弹性边界下拉索的振动特性时, 

与其他文献相比较, 当边界约束条件改变时, 不需

要对理论模型和计算程序进行重新修改, 仅需设

置边界约束刚度系数即可得到, 实现了弹性边界

条件下拉索横向振动特性分析情况.  
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Transverse vibration of cables under elastic boundary conditions 

CHENG Peng, FENG Zhi-min, CHEN Yue-hua*, ZHANG Gang, YAN Wei 
( Faculty of Maritime and Transportation, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: The linear springs and the torsion springs are applied to both ends of the cable. By introducing the 
boundary springs and defining stiffness constants to the springs, the transverse vibration model of the cable 
under arbitrary elastic boundary conditions including all the classical boundary conditions can be easily obtained. 
The displacement of the transverse vibration of the cable is extended to a Chebyshev series, which makes the 
constructed functions sufficiently smooth in the whole solution domain. The transverse vibration of the cable 
under different boundary conditions is also investigated. The test results are in good agreement with those from 
the references for verifying the correctness of the constructed model. The analysis on influence of boundary 
stiffness and torsional stiffness on the transverse vibration characteristics of the cable is conducted, indicating 
that the influence of the boundary condition on the natural frequencies of the cable should by all means be taken 
into consideration. 
Key words: stay cable; transverse vibration; elastic boundary constraint; Chebyshev series; natural frequencies 
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