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一种基于关联矩阵判断图的哈密顿性及 
求解哈密顿回路的算法 

王亚丽,  徐晨东*	
（宁波大学 理学院,  浙江 宁波 315211） 

摘要: 基于对图的关联矩阵分析, 刻画了哈密顿回路的关联矩阵的有关性质, 给出了简单无向图

和有向图为哈密顿图的充分条件和具体算法, 该算法不仅可以判断简单图的哈密顿性, 而且可

以找出该图的所有哈密顿回路. 最后用实例说明该算法的正确性和有效性. 
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本文研究的图 G 均是简单图, ( ), ( )V G E G 分

别表示图 G的顶点集和边集, | ( ) |n V G 是图 G的

阶数, ( )d x 为顶点 x的度数, ( )N x 表示顶点 x的邻

域, ( )G 为 G中顶点度数的最大值.   

寻找一般图的哈密顿回路是一个NP完全问题, 

是图论的三大难题之一. 1974年, Rubin[1]描述了一

个高效的搜索过程, 其用一个大大减少回溯和猜

想的推论找到图中的一些或所有哈密顿路径. 而

多数学者则是通过研究图的顶点度数和连通性, 

判定图的哈密顿性, 给出哈密顿图的充分条件, 即

满足下列条件之一的图是哈密顿图. 

(1)文献[2]: 对 n 阶图 G 的每个顶点 x, 有

( ) / 2d x n≥ . 

(2)文献[3]: 对 n 阶图 G 的不相邻的任意两个

顶点 x, y, 均有 ( ) ( )d x d y n ≥ .  

(3)文献[4]: 对独立数为 的 k 连通图 G, 有

k ≥ . 

(4)文献[5]: 对 2连通 n阶图 G的距离为 2的

任意两点 x, y, 均有max{ ( ), ( )} / 2d x d y n≥ . 

(5)文献[6]: 对 2连通 n阶图 G的距离为 2的

任意两点 x, y, 均有 | ( ) ( ) | (2 1) / 3N x N y n  ≥ . 

(6)文献[7]: G 是独立数为 的 k 连通 n 阶图, 

对满足 ( ) / 2S n ≥ 的 k 阶独立集 S, 有任意的

,x y S , 使得1 | ( ) ( ) | 1N x N y  ≤ ≤ . 

(7)文献[8]: 对 2连通 n阶图 G的距离为 2的

任意两点 x, y, 均有 ( ) ( ) 1d x d y n ≥ . 

(8)文献[9]: G 是独立数为 的 k 连通 n 阶图, 

对图中任意含距离为 2 的两个恰有(k+1)个点的独

立点集 S, 需要满足下列条件之一: (i)存在 ,u v S , 

使 ( ) ( )d u d v n ≥ 或 | ( ) ( ) |N u N v  ≥ ; (ii)对任意

的 ,u v S , 均有 | ( ) ( ) | ( )N u N v n S  ≥ .  

文献[2-9]主要从图的连通性和顶点度数分析

哈密顿图的性质, 而文献[10-12]则是通过其他一

些方法来研究图的哈密顿性. 1997年, 姜新文[10]引

入了路径集合的新的表示方法, 给出了哈密顿图

判定的一个新算法. 2011年, 陈德钦等[11]总结了近

年来哈密顿图的发展. 同年侯爱民等[12]根据基本

圈的分解、合并和单条公共边连通性, 给出了哈密

顿图的充分必要条件及计算公式. 众所周知, 图的

邻接矩阵、关联矩阵和可达矩阵在分析图的某些性

质时通常非常有用. 图的矩阵表示架起了图论与

矩阵之间的桥梁. 本文通过分析图的关联矩阵, 给

出哈密顿回路的关联矩阵的性质, 从而得到简单

无向图和有向图是哈密顿图的充分条件和相应的

求解哈密顿回路的算法.  

1 准备工作 

定义 1  设 ,G V E 是一个图, V 称为顶点
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集, E称为边集. 若图G 中存在经过所有顶点一

次且仅一次的回路, 则称图G为哈密顿图. 相应的

回路称为哈密顿回路.  

定义 2  设图 ,G V E , 1 2{ , , , }nV v v v  , 

1 2{ , , , }mE e e e  , 令 ijm 为顶点 iv 与边 je 的关联次

数, 则称 ( )ij n mm  为G的关联矩阵, 记作 ( )GM .  

对于一个简单回路 C, 其关联矩阵为 ( )CM . 

因为 C 中每个顶点与两条边相邻, 每条边与两个

顶点相邻, 所以关联矩阵 ( )CM 每行和为 2, 每列

和也为 2.  

如果一个简单无向图是哈密顿图, 则删去若

干条边后, 剩下的 n条边与顶点组成的一个回路C

是哈密顿回路, 其关联矩阵为 ( )CM . 如果把哈密

顿回路的边重新命名, 则得到另一个哈密顿回路

C , 对应的关联矩阵为 ( )CM . ( )CM 可以通过

行列变换得到 ( )CM , 并且 

det( ( )) det( ( )) ,C C M M  

( ( )) ( ( )).rank C rank C M M  

定理 1  对于任意阶为 3n≥ 的无向回路 nC , 

有
2, 2 1,

det( ( ))
0, 2 .n

n k
C

n k

 
  

M    

证明  任给一个无向回路 nC , 对 nC 的顶点和

边按顺时针方向依次标定, 则其关联矩阵 ( )nCM

可以表示为以下形式(其中 0表示顶点与边不关联, 

1表示顶点与边关联). 

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0
( )

0 0 0 1 1

1 0 0 0 1

n

n n

C



 
 
 
   
 
 
  







     





M . 

因为矩阵经过初等变换后其行列式的值不变, 

若 2 1n k  , 让最后一行依次减去 1, 3,⋯, 2k-1行, 

再依次加上 2, 4,⋯, 2k行, 则 

(2 1) (2 1)

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0
( ) .

0 0 0 1 1

0 0 0 0 2

n

k k

C

  

 
 
 
 

  
 
 
 
 







     





M  

若 2n k , 让最后一行依次减去 1, 3, ⋯, 2k-1

行, 再依次加上 2, 4,⋯, 2k-2行, 则 

2 2

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0
( ) .

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

n

k k

C



 
 
 
   
 
 
  







     





M  

综上有
2, 2 1,

det( ( ))
0, 2 .n

n k
C

n k

 
  

M  

2 无向图的哈密顿性判定 

任给一个 n 个顶点 m 条边的无向连通图 G 

( )m n≥ , 其关联矩阵为 ( )GM , 其中矩阵 ( )GM

的列表示与这条边相连的相应顶点, 和为 2; 行表

示与每个顶点相连的边数, 和大于等于 2. 若图 G

为哈密顿图, 则删去若干条边后剩下的 n条边 n个

顶点组成一个回路, 即删去 ( )GM 的若干列, 使得

剩下的矩阵每行和为 2.  

不妨取 0-1 列矩阵 1mX 和常数行矩阵 B  

1(2,2, ,2) n , 求解方程 
T( )G  M X B . (1) 

若方程(1)有解 X, 则此图可能为哈密顿图. 其

中 X表示 G中相应的边集, 0表示舍弃该边, 1表示

保留该边. 在关联矩阵 ( )GM 中保留与 X中 1所对

应的列, 得到矩阵 ( )GM .  

如果此解表示唯一的一个圈, 且相对应的关

联矩阵可以转化为矩阵 ( )CM 的形式, 则此解对应

的图为哈密顿图; 如果此解表示多个圈, 则此解对

应的图不一定为哈密顿图.  

在多个圈的情况下, 矩阵 ( )GM 经过初等变

换可以得到如下矩阵:  

( )G M  

        

1

2

1 1

( ) 0 0

0 ( ) 0

0 0 ( ) l l
l

k k
k k

i

i

i i i

G

G

G
 

   
      
   

 
 
 
 
 
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



   



M

M

M

. 

其中: 1 2 li i i n    , 这里 ( )
ki

GM 表示一个小

回路. 所以判定解 X对应的图是否为哈密顿图, 只

需判定解 X 对应的关联矩阵所表示的图中是否有
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多个圈存在.  

2.1 图 G的顶点数为奇数 

定理 2  若 det( ( )) 2G M , 则图G为哈密顿

图( ( )GM 为解 X所对应的关联矩阵). 

证明  (1)不可能有偶圈, 因为 

1

det( ( )) det( ( ))
k

l

i
k

G G


 M M ,  

若有偶圈, 则有: 
| det( ( )) | 0

ki
G M ,  

所以 

1

det( ( )) det( ( )) 0
k

l

i
k

G G


  M M ,  

与 

det( ( ))G M 2相矛盾.  

(2)当有奇圈时, 

1

det( ( )) det( ( )) 2
k

l
l

i
k

G G


  M M ,  

只有当 1l  时才能成立, 故只能有 1个奇圈.  

综上得证. 

2.2 图 G的顶点数为偶数 

当图G的顶点数为偶数时, 删去解X对应的子

图上的任意一个点, 再连接断点. 若得到的图满足

上述奇数个顶点的图的哈密顿性判断条件, 则图G

为哈密顿图.  

图 1 是偶数个顶点的图 1G , 其对应的关联矩

阵为 1( )GM . 

 

 

 

 

 

 

 

图 1  偶数个顶点的图 1G  

1

1 0 0 0 0 1

1 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0
( )

0 1 0 0 1 0

0 1 0 1 0 0

0 0 0 1 0 1

G
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 
 
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 
  

M . 

图 2 为删去顶点 6x , 然后连接顶点 1 5,x x , 则

在矩阵 1( )GM 中删去与顶点 6x 对应的行和该行中

值为 1所对应的列, 再在后面加一个与新连的边所

对应的列, 使得在前面删去列中另一个 1对应的行

在新加一列中为 1, 其余位置为 0, 记得到的矩阵

为 1( )GM . 

 

 

 

 

 

 

图 2  删去顶点后的图 

1

1 0 0 0 1

1 0 1 0 0

( ) 0 0 1 1 0

0 1 0 1 0

0 1 0 0 1

G

 
 
 

  
 
 
  

M . 

删点前图G可能有下列几种可能: (1)有 1个偶

圈; (2)有 1个偶圈, j个奇圈; (3)有 i个偶圈; (4)有 i

个偶圈, j个奇圈; (5)有 j个奇圈. 其中 , 2i j≥ , 且 j

为偶数.  

假设(1)成立, 删点后 ( )GM 有一个奇圈, 则

det( ( )) 2G M , 图G为哈密顿图.  

假设 (2)成立 , 若删去的点属于偶圈 , 则
1det( ( )) 2 2jG  M ; 若删去的点属于奇圈, 则

det( ( )) 0G M . 则图G不是哈密顿图.  

假设(3)成立, 无论删去的点属于偶圈还是奇

圈, 都有 det( ( )) 0G M , 则图G不是哈密顿图. 

假设(4)成立, 因为有多个偶圈, 所以删去点

后, 至少有 1 1i  ≥ 个偶圈, 故有 det( ( )) 0G M , 

则图G不是哈密顿图.  

假设(5)成立, 不管删去任何圈都为奇圈, 所

以有 det( ( )) 0G M , 则图G不是哈密顿图.  

2.3 算法 

Step 1  先写出图 G的关联矩阵 ( )GM ;  

Step 2  求 ( )G  M X B的 0-1解矩阵 X;  

Step 3  若无解, 则图 G不是哈密顿图; 若有

1个或多个解, 继续下一步;  

Step 4  对每一个解 X, 求出其对应的矩阵
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( )GM , 若 det ( ) 2G M , 则图 G 是哈密顿图, 

否则图 G不是哈密顿图. 

3 有向图的哈密顿性判定 

设图 ,D V E 是有向图, 且 1 2{ , , , }nV x x x  , 

1 2{ , , }mE e e e  , 称矩阵 ( ) ( )ij n mD m M 为有向图

D的关联矩阵, 其中: 

 1,  

 0,

1,

j i

ij j i

j i

e x

m e x

e x


 



以

与

以

 

对任意阶连通有向图 D, 其关联矩阵 ( )DM , 

其中每列有且只有一个1和一个 1 , 即一条边只

对应一个起点和终点; 每行至少有一个1和一个

1 , 即一个点至少为一条边的起点和另一条边的

终点, 否则不能构成回路.  

运用前面的思路, 计算出有向图对应方程的

所有解. 首先对 ( )DM 进行改造, 使得每条边的起

点和终点数值有明显的差异. 

不访设 ( )DM 的顶点数为 n, 把 ( )DM 中值为

1 的全部值重新赋值为 n, 得到新的矩阵 ( )DM , 

取 0-1列矩阵 1mX , 即求解方程: 
T
1( ) ( 1, 1, , 1) .nD n n n      M X  (2) 

如果方程(2)有解 , 则此图可能为哈密顿图 . 

与无向图一样 , 此解可能有多个圈的情形 . 在

( )DM 中取与 X 相对应的 n n 矩阵 ( )DM , 如果

( ( )) 1rank D n  M , 则此图为哈密顿图.  

4 实例 

下面的实例给出了上述算法的应用. 

例 1  给出平面图 2G , 如图 3所示. 

 

 

 

 

 

 

 

图 3  平面图 G2 

先写出平面图 2G 的关联矩阵 2( )GM : 

2

8 13

1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
( )

0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1

G



 
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 
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  

M , 

则方程 2 1( )G  M X B的解为: 
T

1 1 2 3 4 5 6 7( , , , , , , )X x x x x x x x ,  

其中: 

1 (0,1,1,1,1,1,1,1,0,1,0,0,0)x  , 

2 (1,1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1)x  , 

3 (1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0)x  , 

4 (1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,1,1,1)x  , 

5 (1,0,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0)x  , 

6 (0,1,1,0,1,1,1,1,0,0,0,1,1)x  , 

7 (1,1,1,0,1,1,0,0,0,1,0,1,1)x  . 

利用上述方法判定各个解是否对应哈密顿回

路, 并给出了每个解所对应的图形(图 4). 

由每个解对应的图形知, 解 1 2 3 4 5 7, , , , ,x x x x x x  
 
 
 
 
 
 
 

(a) 1 (0,1,1,1,1,1,1,1,0,1,0,0,0)x   

 

 

 

 

 

 

(b) 2 (1,1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1)x   
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(c) 3 (1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0)x   

 
 

 

 

 

 

 

 
(d) 4 (1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,1,1,1)x   

 

 

 

 

 

 

 

 
(e) 5 (1,0,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0)x   

 

 

 

 

 

 
 

(f) 6 (0,1,1,0,1,1,1,1,0,0,0,1,1)x   

 

 

 

 

 

 
 

(g) 7 (1,1,1,0,1,1,0,0,0,1,0,1,1)x   

图 4  2G 对应方程的解的所有情况 

均有哈密顿回路, 而解 6x 中包含 2个偶圈, 故不能

生成哈密顿回路.  

例 2  验证正十二面体的平面投影图 3G (图 5)

是哈密顿图, 并给出哈密顿回路. 

由于正十二面体的顶点数和边数比较多, 其

关联矩阵此处略去, 计算过程和例 1 类似, 可以得

到 2种哈密顿回路图, 如图 6所示. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
图 5   正十二面体在平面上的投影 3G  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

(a) 哈密顿回路 1 

 

 

 

 

 

 

 

 
(b) 哈密顿回路 2 

图 6  图 3G 的 2 种哈密顿回路 
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5 结语 

本文从简单图的关联矩阵的角度, 研究了哈

密顿回路对应的关联矩阵的性质, 进而给出了判

断简单图是否为哈密顿图的算法, 该算法可以找

出所有的哈密顿回路. 但是本文算法对于判断非

简单图的哈密顿性并不适用. 
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An incidence-matrix-based algorithm for determining the Hamiltonian of a 
graph and identifying the Hamiltonian circuit 

WANG Ya-li, XU Chen-dong* 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: Based on the incidence matrix of given graph, this paper describes the properties of the incidence 
matrix of the Hamiltonian circuit, and presents the sufficient condition and the specific algorithm for both simple 
undirected graph and directed graph. The algorithm not only judges whether or not a given graph is a 
Hamiltonian graph, but also finds all the Hamiltonian circuits of the graph. In the end, some examples are given 
to validate of the presented algorithm. 
Key words: Hamiltonian graph; Hamiltonian circuit; incidence matrix 
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