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非连续增算子的不动点定理及其应用 
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摘要: 给出了Banach空间的一个增算子不动点定理, 将这一定理应用到Banach空间含间断项的

二阶非线性脉冲积－微分方程, 给出了一类方程的最大解和最小解的存在性定理. 应用以上 2个

定理并通过建立比较定理, 讨论了 Banach 空间含间断项的二阶非线性脉冲积－微分方程的初值

问题的最大解、最小解的存在性, 并且在应用定理时仅用锥正规, 减弱了刘笑颖等提出的锥正则

条件. 
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增算子的不动点定理在数学的许多领域, 特

别是在非线性微分方程和积分方程中有着广泛的

应用[1-3]. 而非连续增算子不动点定理在含间断项

的非线性积－微分方程中有着极为广泛的应用[4-6]. 

在已有的文献中, 对含间断项脉冲积－微分方程

的研究并不多, 因而能用来直接讨论此类方程的

增算子不动点定理自然也不多. 笔者给出了一个

新的非连续增算子不动点定理, 用锥正规和非常弱

的伪可分条件减弱了文献[2,3]中的锥正则和弱紧性

条件. 利用此定理讨论了 Banach 空间中含间断项

的脉冲积－微分方程的初值问题, 通过建立比较

定理, 证明了方程的最大解和最小解的存在性. 

1 主要定理 

引理 1[3]  设 ( , )Y P 为半序 Banach空间, Z 是

Y 的非空子集 , y Y , 若 z Z  , 有 z y≤ (或

y z≤ ), 则 ( )z co Z  , 有 z y≤ (相应地 y z≤ ). 

定义 1[7]  设 X 是半序集, 如果对 X 中任何全

序子集 ,N  都存在可数集{ } ,nx N  使得只要 x  

,  sup ,N x N  就存在
0

{ },n nx x  满足
0
,nx x≤  则

称 X 是伪可分的. 

定理 1  设 X 是半序集, D为 X 的非空子集, 

( , )iY P 是半序 Banach 空间, 存在增算子 :iB D   

iY 与增算子 :i iC Y D , 使得
1

m

i ii
A C B


  , 若 

(i) 0u D  , 使 0 0.u Au≤  

(ii) ( )iB D 的任一全序子集都是有界的且是伪

可分的, 则 A在D中至少有一个不动点. 

证明  易知 :A D D 是增算子. 令M  {x  

| }D x Ax≤ , 由(i)知 0u M , 故M  . 

设 N 是M 的任一全序子集, 下证 N 在M 中

必有上界. 

由于 iB 是增算子, 故 ( )iB M 是 ( )iB D 中的一个

全序子集 , 则由 (ii)知 ( )iB M 是伪可分的 , 即对

( )iB M 的任一全序子集 ( )iB W 都存在可数集

{ } ( ),n iw B W  对任意 ( ),iw B W sup ( ),iw B W  存

在
0

{ },n nw w  使得
0
.nw w≤  

令 1 1 1,  max{ , } ( 2, 3, 4, ),n n ns w s w w n     则 

{ } ( ),n is B W  且{ }ns 为 ( )iB W 中单调递增序列. 由

( )iB M 有界, 故 ( )iB W 也有界. 存在 ( )i is B M   

( )icoB N , 令 max{ }is s , 1,i  2, , m , 使 

,  1,2ns s n  ≤  (1) 

令
1

m

ii
x C s


 . 任意 x N , 有 ( )i iB x B N , 由

(1)式知, iB x s≤ . 因 iC 是增算子, 且 ,x Ax≤  故 x≤ 

1 1

m m

i i ii i
Ax C B x C s x

 
  ≤ , 即 x是 N 的一个上界. 

再证 x M . 因任意 ,  x M x x ≤ , 由于 iB 是

增算子, 故 i iB x B x≤ . 而 ( ( ))is co B N , 由引理 1

知 is B x≤ . 于是
1

m

ii
x C s


 ≤

1

m

i ii
C B x Ax


 , 故

x M . 表明M 的任一全序子集都在M 中有上界, 
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从而根据 Zorn引理可知M 必有极大元, 记为 *x . 

最后证明 * *x Ax , 否则 * *x Ax . 由 A是增

算子, 有 * *( )Ax A Ax≤ . 易知 *Ax D , 所以 *Ax   

M . 这与 *x 是M 的极大元矛盾, 从而定理得证. 

若将定理1中的集D加强为序区间, 则可以获

得更强的结果. 

定理 2  设 X 是半序集 , 0 0[ , ] {D u v x   

0 0| }X u x v≤ ≤ 是 X 中的序区间 , ( , )iY P 为半序

Banach空间. 如果存在增算子 :i iB D Y 与增算子

0 0: [ , ]i i iC B u B v X ( 1,2, , )i m  , 使得: 

A 
1

:
m

i ii
C B D X


 , 若 

(i) 0 0 0 0,  d ( ).u Au Av v t≤ ≤ ≥  

(ii) ( )iB D 的任一全序子集都是有界且伪可分

的, 则 A在D中必有最大不动点和最小不动点. 

证明   易知 A是增算子 ,  由(i)知 x D  有 

0 0 0 0u Au Ax Av v≤ ≤ ≤ ≤ , 故 :A D D . 令定理 1

的条件全部满足, 于是根据定理 1 知 A在 D中  

必有不动点 .  令不动点的集合 ( ) { |J A x D   

}Ax x , 则 ( )J A  . 又令 
* {[ , ] | [ , ] ,D u v u v D   

,  ,  ( ) [ , ]}.u Au Av v J A u v≤ ≤  

因为 *D D , 故 *D  . 在 *D 中取集合的包

含关系“”作为半序, 则 *D 是一个半序集.  

下证 *D 中必有极小元. 

设 * { [ , ] | }B Q u v      . 设 uN  { |u    

} , { | }vN u   . 显然 ,u vN N 是D的全序子集. 

在定理 1 的证明中取 uN N , 则令 y S 且 y  

( ( ))uco B N , 使
1

m

ii
u C y


 有定义, 且 u D 及  

,   u u  ≤ , (2) 

u Au≤ . (3) 

令 * { | },M x D x Ax  ≥  又令 vN N , 则存在

( ) ( )i i vZ B M B N  , 令 min{ }iZ Z , 使 ,nZ S≤  

1,2 .n   ( ( ))vZ co B N , 使得 v 
1

m

ii
C Z

 有定

义, 且 v D 及 

,  v v  ≤ , (4) 

,Av v≤  (5) 

( ),x J A   对于 , ,u vu N v N    有 u≤ ,x v≤  

从而 .i i iB u B x B v ≤ ≤  

由于 y co ( ( ))uB N , ( ( ))vZ co B N , 即 

u Ax v≤ ≤ , (6) 

于是 u v≤ , 令 [ , ]Q u v , 由(2)式和(4)式可以看出

 有Q Q , 即Q是 *B 的一个下界, 由(6)

式知 ( )J A Q . 再利用(3)式和(5)式知 *Q D , 于

是根据 Zorn引理知 *D 中必有极小元, 记作 

*Q  * *[ , ]u v . 

最后证明 u , v分别是 A在 D中的最小不动

点与最大不动点. 若 * *,v Av  则因 *
*Q D 有: 

u Au ≤ , (7) 

Av v  , (8) 

且 *( )J A Q , 因此令 0 * *[ , ]Q u Av 有意义 , 且

0 *Q Q , 0 *Q Q . 由于 ( )x J A  , * *u x v≤ ≤ , 于

是 * *Au Ax x Av≤ ≤ . 再由(7)式知 0( )J A Q , 据(8)

式有 ( )A Av Av  , 结合(7)式知 *
0 .Q D  此与Q

的极小性矛盾, 故必有 * *Av v . 同理 * *Au u , 再

由 *( )J A Q , 即结论成立. 

2 对含间断项的二阶非线性脉冲积－微分方程

初值问题的应用 

Banach 空间 E中含间断项的二阶非线性脉冲

积－微分方程初值问题(IVP).  

0 0 0 1 0

( ) ( , ( ), ( )( ), ( )( )), ,

| ( ( )),

| ( ( )) ( ( )),   

1, 2, , ,

( ) , ( ) ,

k

k

k

t t k k

t t k k k k

x'' t f t x t Tx t Sx t t t

x I x t

x' I' x t MI x t

k m

x t x x' t x Mx





 
   
 

  



 (9) 

其中 , 0 1,x x E , 0 0[ , ]t J t t a   , 0 10 t t     

0mt t a  . : ,f J E E E E     0,M ≥  :kI E E , 

:kI' E E . | ( )
kt t kx x t   ( ),kx t  ( )kx t 与 ( )kx t 分

别表示 ( )x t 在 kt t 的右极限与左极限 . |
kt tx'    

( ) ( )k kx' t x' t  , ( )kx' t 与 ( )kx' t 分别表示 ( )x' t 在

kt t 的右极限与左极限. 

0

 

 
( )( ) ( ,  ) ( )d

t

t
Tx t k t s x s s  ,

0

0

 

 
( )( ) ( ,  ) ( )d ,

t a

t
Sx t h t s x s s


   

( ,  ),k C D R  

{( ,  ) ,  },D t s J J t s   ≥  ( ,  )h C J J R  . 

本文恒设 E是半序 Banach 空间, 其半序由 E

中的锥 P导出. 令 1( , ) { | :PC J E x x J E  , 在 kt t
处连续, 在 kt t 处左连续, ( ),  '( ),  '( )k k kx t x t x t   存

在 , 1,2, , },k m  1( , )PC J E 在 1|| || max{|| || ,PCPC
x x  

|| || }PCx' 下是半序 Banach空间[6].  

|| || sup || ( ) ||PC
t J

x x t


 , || || sup || ( ) ||,PC
t J

x' x' t


  
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令  1 2/ { , , , },mJ' J t t t    

0 0 1[ , ]J t t , 1 1 2 0( , ], , ( , ]m mJ t t J t t a   .  

令 1( , ) { | :A J' E x x J E  ,  ,x x' 在 iJ 上绝对

连续 [ 8 ] ,  ,x' x'' 在 iJ 上几乎处处 ( . .)a e 存在 , 

,x' x'' L ( , )}iJ E ,  其中 ( , ) { | :L J E x x J E 强 

可测[9], || ( ) || d }
J

x t t   . ( ,  )L J E 在范数 1|| ||x   

|| ( ) || d
J

x t t 下为半序 Banach空间[9]. 

若 1( , ),x PC J E  由中值定理得: 

( ) ( )k kx t x t h   

{ ( ) : },  0,k khco x' t t h t t h     

容易得到左导数 ( )kx' t 存在 ,  而且 ( )kx' t   
1

0
lim [ ( ) ( )] ( )k k k
h

h x t x t h x' t


 


   . 在本文中 ( )kx' t 可

以理解为 ( )kx' t
[10]. 

类似文献[11]中引理 3.1证明, 可得以下引理. 

引理 2  设 1 1( , ) ( , )x PC J E A J' E  , 则 
 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ,

i

t

i i i t
x t x t t t x' t t s x'' s s       

1( , ], 0,1, , ,i it t t i m     (10) 

0

 

0 0  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )d

t

t
x t x t tx' t t s x'' s s      

0

{[ ( ) ( )]
k

k k
t t t

x t x t

 
    

( )[ ( ) ( )]}, .k k kt t x' t x' t t J    (11)  

定理 3  (比较定理) 

设 1 1( , ) ( , )q PC J E A J' E  , 满足 
2

0 0

( ) ( ) 2 ( )  

( )( ), . . ,  ,

| ( ),

| ( ) ( ), 

1,2, , ,

( ) 0, ( ) 0,

k

k

k

t t k k

t t k k k k

q'' t M q t Mq' t

N Tx t a e t J t t

q L q t

q' L' q t ML q t

k m

q t q' t





   
  
 

  
 





≥

≥
≥

≥ ≥

 (12) 

其中, 常数 0, 0, 1 , 0k kM N L L'≥ ≥ ≥ , 1,2, ,k m 
满足下列不等式之一: 

2
1 0 1

1

[(1 ) (1 )]
m

k k
k

M Ng r L r L'


   ≤  

1
1

1

( [(1 ) (1 )] 1)
mm

k k
n k n

L r L' 

 

    , (13) 

2 0 1
1

m

kk
M Ng L


 ≤ , (14) 

这里 

1max{ : 0 },i ir t t i m  ≤ ≤  

 1 1min{ : 0 },i ir t t i m  ≤ ≤  

1

1

( 1),  0,

,  0,

MaM e M
M

a M

  
  

 

3 1 2

2 1 3

[( 1) 2 ( ) 1], 0,

3 , 0,

MaM Ma e Ma M
M

a M

 



     


 

则 ( ) 0,  q t t J ≥ . 

证明   *P  , 记 ( ) ( ( ))z t q t , 则 z 
1 1 1 1( , ) ( , )PC J R A J' R , 由(12)式得: 

2

0 0

( ) ( ) 2 ( )

( )( ), . . ,  ,

| ( ),

| ( ) ( ), 

1,2, , ,

( ) 0,  ( ) 0.

k

k

k

t t k k

t t k k k k

z'' t M z t Mz' t

N Tz t a e t J t t

z L z t

z' L' z t ML z t

k m

z t z' t





   
  
 
  
 





≥

≥
≥

≥ ≥

 (15) 

令 ( ) ( ) ,Mtt z t e   则 1 1 1 1( , ) ( , )PC J R A J' R  ,  

由(15)式知 0( ) 0t ≥ , 0 0( ) ( ),' t z' t   0
0( )Mte Mz t   

0 0Mte ≥ 及 
 

0

( ) ( , ) ( )d ,
t M t s

t
'' t N K t s e s s  ≥  

. . ,  ka e t J t t  , (16) 

| ( )k k kt t L t   ≥ , (17) 

| ( ),  1,2, ,
kt t k k' L' ' t k m    ≥ . (18) 

下证如果(13)式和(14)式之一满足, 则有: 

( ) 0,   t t J  ≥ . (19) 

情形 1  设(13)式成立, 反之(19)式不真, 即
*t J  使得 *( ) 0,t   设 *

1( , ],j jt t t   0 j m≤ ≤ , 
*

0sup{ ( ) : [ , ]}t t t t   . 于是 (0 )i i j ≤ ≤ 使得    
*( )it 或 1( ),  ( , ],i it t t t     易知有 0≥ , 若 0  , 

则 *
0[ , ], ( ) 0t t t t  ≤ , 由(16)~(18)式, 并利用(11)

式有: 
*

0

* *
0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )d

t

t
t t t ' t t s '' s s         

0
[ | ( ) | ] 0,

k kk
t t k t tt t t

t t '   
    ≥  

此与 *( ) 0t  矛盾. 故 0  . 从(16)式可以得到对
*

0. .  [ , ],  ( 1,2, , )ka e t t t t t k j    有: 

 
0

 

0  
( ) d

t M t s

t
'' t Ng e s    

 01
0

0

0 0

( 1), 0,
,

( ),   0,

M t tNg M e M
l

Ng t t M

 


   
  

≥ (20) 

这里 0 1 0l M Ng , 当 i j 时, 由引理 2 中(10)式及

(20)式知: 
*

* * *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d .
j

t

j j j t
t t t t ' t t s '' s s          
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由(17)式和(18)式知: 
* * 2

0( ) [(1 ) ( )(1 )] ( ) ,j j j jt L t t L' t l r      ≥  

同理得: 

1 1

2
1 1 0

( ) [(1 ) ( )

(1 )] ( ) ,

         

j j j j

j j

t L t t

L' t l r



 
 

 

   

 



≥

 

1 1( ) [(1 ) ( )i i it L t t'     ≥  
2

0(1 )] .iL' l r    (21) 

若 ( )it   , 则 it t ; 或 ( )t  , 则 t' t . 

整理(21)式得: 

*
1( ) [(1 ) (1 )]

j

k k
k i

t L r L' 


   ≥  

2
1 0

1

{ [(1 ) (1 )] 1} .
jj

k k
n i k n

L r L' l r
  

     (22) 

注意到 *( ) 0, 0t   , 故由(14)式知: 

2
0 1

1

[(1 ) (1 )]{ [(1 )
j jj

k k k
n ik i k n

l r L r L' L
  

        

1
1 1

1

(1 )] 1} [(1 ) (1 )]
m

k k k
k

r L' L r L'



     ≥  

  1
1

1

{ (1 ) (1 ) 1} ,
mm

k k
n k n

L r L' 

 

     

这与(13)式矛盾. 当 i j 时, 则有 *[ , ]jt t t , 类似

(22)式可证: 
* 2

1 0( ) (1 )kt r L' l r       ≥ , 

从而有 0 1l r  , 显然与(13)式矛盾, 故(19)式成立. 

情形 2  设(14)式满足而(19)式不真. 用与情

形 1 相同的方法可证 *
1[ , ]j jt t t  (0 )j m≤ ≤ 与

(0 )i i j≤ ≤ 使得 *( ) 0t  ,  
*

0sup{ ( ) : [ , ]} 0t t t t    . (23) 

0  时与情形 1相同. 

( )it   或 1( ),  ( , ]i it t t t    时 , 由 (21)式

可知:  
*( )t  ≥  

*

*

 *
1  '

1

 *
1  '

(1 ) ( )

( )d | , ,

(1 ) ( ) ( )d , ,

k

j t

k t
k i

j

t tk i

j t

k t
k i

r L' t s

'' s s i j

r L' t s '' s s i j



 

 



 




   

   

    


 



 

 (24) 

其中: t' 的意义与(21)式中相同, 根据(24)式以及

(16)~(18)式知: 

*
2 0 1

( ) ( ),
m

kk
t M Ng L  


  ≥  

又由(23)式有 2 0 1
1

m

kk
M Ng L


  . 此与(14)式矛盾, 

故(19)式成立. 从而 ( ) 0,z t t J ≥ . 又因为   
*P 是任意的, 所以 ( ) 0,q t t J ≥ . 证毕. 

考虑二阶线性脉冲积－微分方程的初值问题. 

设 1( , ), ( , )L J E u PC J E   , 
2

0 0 0 1 0

( ) ( ) ( )

2 ( ) ( )( ), ,

| ( ( )) [ ( ) ( )],

| ( ( )) [ ( )

( )] [ ( ( ))    

       ( ( ) ( ))], 1,2, , ,

( ) , ( ) ,

k

k

k

t t k k k k k

t t k k k k

k k k

k k k

x'' t t M x t

Mx' t N Tx t t t

x I u t L x t u t

x' I' u t L' x t

u t M I u t

L x t u t k m

x t x x' t x Mx







   
  
   
   
  
  


  



 (25) 

 

0 0

0

0

( ) ( )
0 0 1

 
( )

 

( ) ( )

( ) [ ( ) ( )( )]d

{ ( ( )) [ ( ) ( )]k

k

M t t M t t

t
M s t

t

M t t
k k k k k

t t t

x t e x t t e x

t s e s N Tx s s

e I u t L x t u t



 





 

   

  

  




 

( )[ ( ( )) ( ( ) ( ))]},k k k k k kt t I' u t L' x t u t    (26) 

这里, , , , ( 1,2, , )k kM N L L' k m  是常数. 

引理 3  如果 1( , )x PC J E 是(26)式的解, 则
1 1( , ) ( , )x PC J E A J' E  是(25)的解. 

引理 4  令 
 

0
1( )( )( ) ( ) ( )( )d

t M s t

t
T x t t N t s e Tx s s     

 
0

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ,k

k

M t t
k k k k kt t t

e L x t t t L' x t
 

   

其中: , , , ( 1,2, , )k kM N L L' k m  皆为非负常数, 若 
3

1 0 1
/ 2 ( ) 1,

m

k kk
a Ng L aL'


     (27) 

2
2 0 1

1
m

kk
M a Ng L'


    , (28) 

则对 1( , ), ( , )L J E u PC J E   , 方程(25)有唯一解 

 1
1 1 2( ) ( )x I T G G u   , 

其中: I 为恒等算子, 1
1( )I T  为 1( )I T 的逆,  

0 0( ) ( )
1 0 1( )( ) M t t M t tG T e x te x      

0

 
( )

 
( ) ( )d ,

t
M s t

t
t s e s s  

2( )( )G u t 

0

( )

1 0 0 1

{ ( ( )) ( ) ( )

[ ( ( )) ( )]},
, , .

k

k

M t t
k k k k kt t t

k k k k

e I u t L u t t t

I' u t L' u t
t t t a t t t


 

    
 
  




≤ ≤ ≤

 

为证明方便提出下列假设: 



 

第 1期 李冰冰, 等: 非连续增算子的不动点定理及其应用 67 
 

 

(H1)  设 0 0,u v 是 IVP(9)的下解与上解 ,  且 

0 0u v≤ . 

(H2) 1 ( , )u PC J E  , ( ) ( ) ( , ( ),Fu t f t u t  

( )( ), ( )( ))Tu t Su t 强可测, 且 0 0,Fu Fv  ( , )L J E .  

(H3) 存在常数 0,  0M N≥ ≥ , 使得: 

0 0, ( ) ( )t J u t u u v t  ≤ ≤ ≤ ,  

0 0( )( ) ( )( ),Tu t v v Tv t≤ ≤ ≤  

0 0( )( ) ( )( )Su t w w Sv t≤ ≤ ≤ 时, 有: 

( , , , ) ( , , , )f t u v w f t u v w ≥  

( ) ( )M u u N v v    . 

(H4) 常数 , 0 1k kL L ≤ , 使得: 

0 0( ) ( )k ku t x x v t≤ ≤ ≤ 时, 

( ) ( ) ( ),k k kI x I x L x x  ≥ 1,2, , .k m   

(H5) (13)式, (14)式, (27)式和(28)式成立. 

(H6) 存在常数 0 0M  , 使得 u D  有: 

2|| ( , ( ),( )( ),( ( ))) ( )
J

f t u t Tu t Su t M x t   

02 ( ) ( )( ) || d .Mx' t N Tx t t M ≤  

由定理 2直接证得下面定理. 

定理4  设 X 为半序Banach空间, 0 0[ , ]D u v
为 X 中的序区间 , 算子 :A D X 满足 0u ≤ 

0 0 0,Au v Av≤ . 若存在半序Banach空间 1 2,Y Y , 增算

子 :i iB D Y 与增算子 :i iC Y X ( 1,2)i  , 使 A   

1 2 2C B C B , 且对 D中任何单调序列 { }nu , { }i nB u

在 iY 中有界且伪可分 ( 1,2)i  , 则 A在D中必有最

大不动点与最小不动点. 

定理 5  设 E是 Banach 空间, P正规且满足

条件(H1)~(H6), 则 IVP(9)在 0 0[ , ]u v 中必有最大解与

最小解. 

证明  对 0 0[ , ]u D u v   , 令 
2

1( )( ) ( )( ) ( )B u t Fu t M x t    

2 ( ) ( )( )Mx' t N Tx t , 

由(H2), (H3), (H6)知 1B 是 ( , )L J E 的增算子, 从(H5)

知(27)式, (28)式成立. 从而由引理 3, 引理 4 知方

程 (26)对 1B u  有唯一解 1
1 1 1( ) (ux I T G B u    

2 )G u , 记 uAu x , 则 A映 D入 1( , )PC J E , 且 Au

满足(25)式. 由定理 3 可证 0 0 0 0,u Au v Av≤ ≤ . 令
1

1 1 1( )C I T G  , 1
2 1 2( )B I T G  , 2C I , 则 A   

1 1 2 2C B C B . 由 1I T 是增算子, 知 1
1( )I T  也是

增算子, 可证得 1C 是映 ( , )L J E 入 1( , )PC J E , 2B

映D入 1( , )PC J E 的增算子, 由 P正规得D是有界

闭区间, 故 1( )B D 是 ( , )L J E 中的有界集, 2 ( )B D 是
1( , )PC J E 中的有界集, 任取 D中单调序列 { }nu , 

所以{ }nu , { }i nB u 分别是 ( , )L J E 与 1( , )PC J E 中的

有界集.  
下证{ }i nB u 是伪可分的. 假设{ }i nB u 不是伪可

分的, 设{ } { }
ii n i nB u B u , 对任意 { } { }

ii n i niB u B u , 

有 * { }
ii i nn

B u B u , 而且 *i n
B u  sup{ }

ii nB u , 任意取

{ }
j ji n i nB u B u , 有 * .

ji i nn
B u B u  因为 iB 是增算子, 

所以 *
jnn

u u . 由于{ }nu 是单调序列且 P正规, 故

D 是有界闭区间 . 又由 { }
inu 的任意性可知 , 

* sup{ },
inn

u u≥  因为 * (sup{ })
ii i nn

B u B u≥ , 且 P 正

规, 所以{ }i nB u 是有界闭区间, 即 sup{ }
ii nB u 存在. 

由
ii nB u 的任意性可知 * sup{ },

ii i nn
B u B u  与假设矛

盾, 所以{ }i nB u 伪可分. 故D中任意单调序列{ }nu , 

{ }i nB u 分别在 ( , )L J E 与 1( , )PC J E 中有界且是伪

可分的.  

令 1( , )X PC J E , 1 ( , )Y L J E , 2Y X , 由定

理 4, 结论得证. 

设(H2)'为 ( , )( 1,2, , )kI C E E k m   , f 在 J   

E  E E 上满足 Caratheodory 条件, 且 0 0,Fu Fv  

( , )L J E .  

若将定理 5 中条件(H2)加强为(H2)', 则可得更

强的结果. 

定理 6  将定理 5 中条件(H2)改为(H2)', 则

IVP(9)在 0 0[ , ]u v 中必有最小解 *u 与最大解 *v , 且

存在单调列{ },{ }n nu v D , 使得: 

|| nu  * || 0,pcu   *|| || 0n pcv v  . 

证明  令 1 1, , 1,2n n n nu Au v Av n     , 由定

理 3 及 A是增算子可以得 0 1u u≤ ≤ nu ≤ ≤ ≤  

1 0nv v v≤ ≤ ≤ , 由定理 5 的证明知{ },i nB u  1,2i 

分别在 ( , )L J E 与 1PC ( , )J E 中有界 , 由 (H2)'知

{ }, 1,2i nB u i  收敛, 设极限分别为 1x 与 2x , 令  
1

* 1 1 1 2( ) ,u I T G x x    

1 1 1 1|| || 0,  n pcG B u G x n   , (29) 

又由 1
1 2( ) ( )A I K G B G   得: 

*|| || 0,  n pcAu u n   , (30) 

因为 1n nu Au  , 所以  

*|| || 0,  n pcu u n   , (31) 
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则 

*( ) ( ),  ,nu t u t n   

1[ , ), 0,1,2, , ,i it t t i m     (32)  

由 (H2)'可知 1 1 *( )( ) ( )( ), , . . ,nB u t B u t n a e t J    

代入(29)式得:  

1 1 1 1 *|| || 0,  ,n pcG B u G B u n    (33) 

( , )( 1,2, , )kI C E E k m   , 由(31)式和(32)式及 2G

的定义可得: 

2 2 *|| || 0,  ,n pcG u G u n    (34) 

由 1 1 2 2A C B C B  及(33)式和(34)式得: 

*|| || 0,  ,n pcAu Au n    

由(30)式得: 

*|| || 0,n pcAu u  * *u Au , *u D . 

同理 , *v D  使 *|| || 0,n pcAv v  * * v Av , 

即 *u , *v 分别是 IVP(9)在D中的最小解与最大解. 
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Fixed Point Theorems for Discontinuous Increasing Operators and Applications 
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Abstract: In this paper, a new fixed point theorem for discontinuous increasing operator in Banach Spaces is 
derived. The theorem is applied to the second order discontinuous nonlinear impulsive integro-differential 
equations in Banach spaces, and the result about the existence of its maximal and minimal solutions is obtained. 
The initial value problems for second order discontinuous nonlinear impulsive integro-differential equations in 
Banach spaces are investigated. By establishing comparison theorems and using a fixed point theorem, the 
existence of maximal and minimal solutions is proved. The findings in this paper generalize and improve the 
relevant results presented in some well-known prestigious literatures.  
Key words: increasing operators; fixed points; discontinuous impulsive integro-differential equation; initial 
value problem  
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