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各向异性量子点中的二维磁极化子效应 
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（宁波大学 理学院,  浙江 宁波 315211） 

摘要: 本文研究了在垂直均匀磁场下各向异性量子点中具有中等电子-声子耦合强度的二维磁极

化子效应. 构造一个变分波函数, 它由两部分的乘积组成, 第一部分是相干声子态, 由对声子真

空态的 Lee-Low-Pines 变换得来; 第二部分是电子波函数, 由二维各向异性谐振子波函数通过特

殊幺正变换得来. 然后通过变分法获得极化子能谱的积分表达式. 利用数值计算的结果, 阐明了

磁场和各向异性对小尺寸量子点的基态和第一、第二激发态能量的影响. 
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近年来, 纳米结构制造技术的进步[1-6]无论从

实验还是理论上都极大地激发了人们对量子阱、量

子线和量子点(QD)等低维系统的兴趣[7-13], 特别是

量子点. 人们已能将少量电子限制在几百纳米长

或几纳米厚的量子点上, 由于其中的电子在 3个空

间维度上都被限制, 这种小结构的约束带来了新

的量子效应, 例如电子能谱被完全量子化. 由于其

潜在的应用和由纳米尺寸引起许多有趣的新量子

物理效应, 对量子点电学性质的研究变得很重要.  

对量子点电学性质的研究势必涉及电子-声子

相互作用, 特别是电子与纵光学支(LO)声子的相

互作用. 半导体量子点中的电学性质领域已有广

泛研究[14-22], 许多方法已被用于计算基态能量, 如

二阶微扰理论[16-18], Feynman-Haken变分路径积分

法[19-20], Lee-Low-Pines-Huybrecht (LLP-H)方法[21], 

Landau-Pekar (LP)变分理论[22]等等. 不同方法得出

了一致的结论, 即极化子修正会随着量子点限制

势的增强而增强. 并且, 人们发现对三维(3D)极性

晶体材料中的电、光学性质有重要影响的电子-声

子相互作用, 在低维系统中也具有明显的效果. 

由于磁场会影响限制长度, 所以磁场下的极

化子效应(磁极化子效应)在量子点中变得更加有

趣. Haupt 等[23]研究了三维完全各向异性量子点中

磁极化子的回旋共振, 得到了各向异性和磁极化

子对各向同性量子点的能级修正 . 在 Rayleigh- 

Schrödinger微扰理论(RSPT)[24]的框架内, Zhu等[25]

研究了在强磁场下量子点中的磁极化子的回旋共

振. Yip[26]也使用算符方法研究了类似的问题. Zhu

等[27]计算了在磁场下 GaAs/AIGaAs 量子点中的磁

极化子能谱与温度的关系. Kandemir 等[28-29]使用

Lee-Low-Pines (LLP)方法研究了限制在 3D量子点

中和均匀磁场作用下的极化子效应. 近来, Chen研

究了二维(2D)量子点中的杂质磁极化子[30]和在 3D

各向异性量子点中极化子[31]的回旋共振. 

上述文献都声称是限制在“各向异性谐振势”

和垂直磁场中的 3D 系统, 实际上是平面上各项同

性( x y  )的系统, 即各向异性是沿着 z轴方向而

不是平面方向. 其原因是在垂直磁场下各向同性

的波函数(Fock-Darwin State)[32]相对简单, 而波函

数在各向异性( x y  )情况下会变得非常复杂[33]

而难以解析处理. 因此, 在垂直磁场的平面上各向

异性量子点的极化子效应长期以来都是一个难题.  

另一方面, 由于平面上各向异性意味着旋转

对称性的破缺, 从而带来大量新的物理特性[34-41], 
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因此关于平面上各向异性量子点存在很多研究工

作, 比如, 壳结构模式的能谱在微小形变下会变得

不明显, 在较强的各向异性下会消失[34], 单粒子激

发光谱的简并由于对称性的减少而提高, 选择定

则受到态之间的耦合效应的影响[35]. 此外, 对磁场

的依赖性, 例如各向异性量子点的磁化强度, 也有

了研究[38]. 因此, 研究平面上各向异性量子点中的

磁极化子效应很有必要. 本文将采用变分法来研

究中等耦合强度的情形. 变分波函数由两部分的

乘积组成, 第一部分是相干声子态, 由对声子真空

态的 Lee-Low-Pines 变换得来; 第二部分是电子部

分, 由二维各向异性谐振子波函数通过特殊幺正

变换得来. 由此得到磁极化子能谱的积分表达式, 

并针对基态和一些激发态进一步讨论磁场和各向

异性的影响. 

 

1 模型介绍 

选取坐标使得磁场 B沿着 z方向, 假设能带质

量为 m0的电子在 z 方向的限制比其他两个方向要

强得多, 系统的哈密顿量可以写成 

2
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其中束缚势 
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它描写的是二维各向异性抛物势[37-38]. 这样一来, 

在有效质量近似下电子-声子系统的 Fröhlich 哈密

顿算符可以写作 

0 1
ˆ ˆ ˆH H H  , (3) 

其中, 不受微扰的哈密顿量由电子部分和声子部

分组成: 
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式中, LO 是 LO 声子频率; 是波矢为 q 的纵光

学声子产生算符, q=|q|. 而微扰部分是 
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它描写的是电子和 LO声子之间的相互作用. Vq定

义为 
1
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式中,  为电子-声子耦合常数; A为样品面积. 注

意 Vq 只取决于 q 的长度 . 不失一般性 , 假定

x y  . 选取对称规范, 磁矢势写作 A ( /yB  

. 2, / 2)xB

采用的变分波函数为 
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式中, 
ˆ ˆiie e x yp pxy U 为特殊幺正变换[33], 
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/ ( )m c 为回旋频率, 是方程(1)经过

特殊幺正变换之后哈密顿量 的变分波函数, 
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在坐标表象中其表达式为  
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式中, 1 , 2 为待定的变分参数; 1/2( )
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是归一化常数; Hn(z)是厄米多项式. 而 1,2i 
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q
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此即著名的 LLP 变换, 通过它使得声子真空态

ph| 0 产生相干声子态. 

很明显, He的变分态波函数可通过幺正变换

|U H U 

U连接到 H'e的变分态波函数, 即U'. 因此, 变

分能量由下式给出: 
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分别为 1,2M 和有效频率 1,2

 

有效质量
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其中 为矩阵, 注意在得到上述表
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使用了下面的公式: 
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其中 a , a , 

用生成函数的方法得到[42]. 

E取极小值可得到 fq
*, fq

O

) 

再将方程(15)代回(11), 得到 

p
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然后能量 分别满足 

1 2

*
, 1 2( , , )q q n nf V     q L/ ( ) , 

1 2, 1 2 L
* *

O( , , ) / ( )q q n nf V      q . (15

1 2 1 2, 1 2 , 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )R
n n n nE E E      ,  (16) 

式中, 1 2( , )E   是由于电子和 LO 声子之间相互

作用而导致的能量修正项,  
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方程(16)是本文的关键结果. 将(16)式中的1, 
最小值后便可得到磁极化子能量.  

1 2, 1 2 / | |)dn n q . 

2取

2 结果和讨论 

重写 0x sin   ,  0 cosy   .  在这种形 

式下, 各向异性度由角度来表征. 显然,  =/4

对应于圆形抛物线势的 当情况, →
的

/2 时限制势

成线状. 另一方面, 量子点 有效尺寸或限制长度

可以定义为 1/2
0 0 0( / ( ))l m   , 极化子半径通常定

义为 1/2
0 0 0( / (2 ))r m   . 因而在 LO 0m    1.0

单位下, 量子 1/2
0 0 0/ (2 )l r   . 以

下仅考 , 即 0l 与 r .   
2.1  基态能量 E0,0 
首先, 考虑基态变分 数 0,0  , 则等式(8)

点的相对尺寸为
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函

为 
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 方程(16)的能量期望值变为
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方程(19)右边的积分 到, 所以对它

进行数值计算, 然后对1, . 在中

合强

 . 

解析得

取最小值 等耦

度=4.0下, 选取不同各向异性参数值 =45°, 

50°, 55°, 65°, 75°, 89°的磁极化子基态能量E0,0作图

(图 1~3). 为便于比较, 在同一图中画出电子的基

态能量 0,0
RE . 从图 1~3 可以看出, 电子-声子相互

作用使电子的基态能量产生负偏移. 然而, 随着量

子点的 0l 从 0r 减小到 0 / 2r , 磁极化子的基态

能量随 c

尺寸

 变化的曲线有很大不同.  

对于如图 1所示的 0l r , 在各向同性情况下,  0

 

图 1  
0 =0.5, 

0 0l r 时电子和磁极化子的基态能量 
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图 2  
0 =1.0, 

0 0 / 2l 时电子和磁极化子的基态能量r  

 
图 3  

0 =2.0,  
0 0 / 2l r 时电子和磁极化子的基态能量

即 =45°, 磁极化子的基态能量一开始随着磁场

强度或 c 的增强而减小, 随着 c 进一步增强而增
加 存在一最小值. 异性度即, 因而中间 随着各向 
的值增加, 磁极化子的基态能量曲线在 c 值很小

产生一个凸起, 其值随着的地方开始 c 从
当

0

而迅速达到一局部最大值, 

增加

然后减小, c 更进

0一步增加时再次增加. 当 QD 的尺寸减小到 l   

0 / 2r 时如图

而当

2所示, 该凸起的

QD 的尺寸进一减小为

甚至消失, 曲线开始变为单调递增, 如图 3所示. 

由此可见, 各向异性度和量子点尺寸对磁极

化 基

此

考

高度减小而变得不

0 0 / 2明显. l r , 凸起

子的 态能量作为磁场强度函数的曲线形状有

较大影响. 尽管在磁场强度足够强后, 该曲线都表

现为单调递增, 但是在极化子半径和量子点尺寸

相等, 磁场相对较弱时会出现一个快速增加然后

再下降的峰. 此时若增加各向异性度, 峰会变得

明显. 当量子点尺寸变小时, 此峰的下降部分变得

不明显, 乃至逐渐消失, 能量曲线转成单调递增.  

2.2  激发态能量 E1,0和 E0,1 

虑激发态 1,0 0,1| ,|   , 其电子波函数为 
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0,1 1 2 2

从方程(16)中得到两个激发态的变分能量 
4

1,0 1,0 1 LO2 / (16 π )RE E       

2π

5/20

4 ( i ) 2 ( i ) 3

8( i )

K A B D A B C

A B

   


  

πd , (22) 
4

0,1 0,1 2 LO2 / (16 π )RE E       

2π

5/20

4 ( i ) 2 ( i ) 3

8( i )

K A B D A B C

A B

         


   

πd , (2

, 

3) 

式中
2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 2 2
21,0 2

1 2

3 3

4 4 4 4
R M M

E
M M

   

1 2  
   
 

, 

系数

(24) 

 

4 2 2 2 2 2
1 22 2

1 2

1 1
( )( sin
2 2

A cos )   
 

   , 

22 sin cosB     , 
4 4 4 2 2 2

1cos 2 sin cosC         
8 8 4 2

1 sin   , 
2 2 6 4 2

1 14 cos 4 sinD 2       , 
4

14K  , 

以及 
2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 2
0,1 2

1 2 1 2

3 3

4 4 4 4
R M M

E
M M

2
2

  
 

   
 

, 


(25) 

系数 

4 2 2 2 2 2
1 22 2

1 2

1 1
( )( cos
2 2

A sin )   
 

    , 

22 sin cosB      , 
4 4 4 2 2

2sin 2 sin cosC      2    
8 8 4 2
2 cos   , 

2 2 6 4 2
2 24 sin 4 cosD 2        , 
4
24K   . 

对(22)和 3)式中的1, 2 做变分可得到相应

态能量. 类似于基态, 对于不同尺寸 和不

同各向异性度

(2

的激发 0l

 , 通过数值计算得到其能量作为

的函数. 4~6 和图 7~9 分别

和 电子-声子相互作用也使电子的激

其中图

. 

对应状态

0,1

c
|  1,0| 
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发态能量与基态情况相似地产生负偏移. 然而, 

基态情况不同的是, 在不同的各向同性情况下激

发态能量都随

与

c 的增加而单调增加. 随着各向异

性程度的增加 在量子点尺寸从 变到 过程

中, 会出现 的凸 . 与基态情况相 该凸

起的高度不是很大, 不太明显.  

, 

一个小
0r 0 / 2r

比, 起

 

图 4  
0 =0.5, 

0 0l r 时电子和磁极化子的激发态能量 

 

图 5  
0 =1.0, 

0 0l r / 2时电子和磁 态能量  极化子的激发

 
=2.0, 时电子和磁 态能量 

 

0 0 / 2l r图 6  
0  极化子的激发

 

图 7  =0.5, 
0 0l r0 时电子和磁极化子的激发态能量 

 

图 8  =1.0, 
0 0 / 2l r 时电子和磁极化子的激发态能量 

0

 

图 9  
0 =2.0, 时电子和磁极化子的激发态能量 

本文研究了在二维各向异性量子点和垂直磁

场中具有中等电子-声子耦合强度作用下的磁极化

子效应. 通过使用变分法, 得到了磁极化子能谱的

积分表达式, 然后通过数值计算, 阐明了在一些不

0 0 / 2l r

3 结论 
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同尺寸量子点中, 不同各向异性度下的基态、第一

和第二激发态的磁极化子效应. 电子-声子相互作

用总是对无微扰情况下的能量产生负偏移, 但是

对于不同尺寸的量子点, 在磁场较弱的区域, 能量

曲线作为磁场强度的函数在不同的各向异性度

有很大不同. 而在磁场强度足够强后, 各向异性度

影响不明显, 该曲线都表现为单调递增.  
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