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非线性问题基于 Tikhonov正则化方法的收敛性分析 
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摘要: 本文主要利用 Tikhonov 正则化方法研究非线性不适定问题, 与之前的研究所不同的是, 

本文主要研究当数据和算子均被噪声破坏时, 利用 Tikhonov 正则化方法进行收敛性分析. 同时, 

充分利用算子的非线性条件及解的光滑性条件, 得到其在Banach空间和Hilbert空间中的收敛率. 

关键词: 变分不等式; 收敛率; Tikhonov正则化; 源条件 

中图分类号: O177.6; O175.5  文献标志码: A 文章编号: 1001-5132（2018）04-0099-05 

考虑非线性算子方程 
( )K x y . (1) 

当右端数据 和算子

均被噪声破坏时, 设有误差的右端数据

y Y : ( )K D K X Y 
y 满足:  

, 0y y   ≤ ≥ . (2) 

由于问题的不适定性, 方程的解不连续地依

赖于方程右端的数据 y, 因此, 求解方程(1)的解转

化为求解下式的极小解: 

( ) ( ) ( )
p

T x K x y P x
    , (3) 

式中, 指数 ; 1p  : ( )P D K X Y 
,X Y

是非负凸稳

定泛函. 特别的, 当 是Hilbert空间时, 通常取

, 罚项2p  2

0 0( ) ,P x x  x x X 是一个已知的

初值. 

不适定问题的正则化方法的研究是目前数学

物理反问题中的一个热点问题. 物理、生物、医学、

地质和工程技术领域都存在着大量的不适定问题, 

比如参数识别问题、非线性不适定 Hammerstein积

分方程以及求解第一类 Fredholm 积分方程等. 对

于非线性不适定问题, 目前掌握得最好的正则化

方法是 Tiknonov正则化方法和迭代法. 

在Hilbert空间和 Banach空间中关于精确算子

的经典解的收敛率已相对完善 . Hein 等 [1-5]对

Hilbert空间和 Banach空间中精确算子的 Tikhonov

正则化方法进行了大量的收敛率分析, 也得到了

很好的收敛率的结果. 但是对于噪声算子和噪声

数据的研究相对较少. 而对于线性的非精确算子

的研究也已经开展, 并取得了一定的成果. 对于线

性的非精确算子, Lu等[6]在Hilbert空间对噪声算子

进行离散化, 另外一些基于最小二乘法的正则化

方法采取了多参数正则化来消除噪声算子的影响. 

对于非线性的噪声算子, Jin和 Neubauer等分

别研究了在有限维空间中的Tikhonov正则化方法[7]

和 Landweber迭代算法[8]. Stück等[9]定义了关于噪

声算子逐点噪声有界的概念并且得到了在 Hilbert

空间中采用 Gauss-Newton算法的收敛率. 

在方程(1)中, 当右端数据和算子均被破坏的

时候, 有误差的右端数据和噪声算子分别记为 y , 

K  , 对(3)式进行改进, 考虑 

( ) ( ) ( )
p

T x K x y P x
     , (4) 

记 x为(4)的极小解, x为方程(1)的极小解. 

1 预备知识 

设 是非线性算子, 则

是其对偶算子, 即:  

:K X Y * * *:K Y X

*, ( ) ( ),y K x K y x , *,x X y Y    . 

定义 1  对于方程(1), 如果在 X 中存在序列

使得 但Nnnx }{ ( )nK x y nx 不收敛到 x , 则称方

程(1)是不适定的. 
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定义 2  当 x满足:  

, 则称

( ) min{ ( ) : ( )p x P x K x  
}y x为方程(1)的极小解. 

如果方程(1)有解, 它一定有极小解[4]. 

定义 3  设 是凸泛函 , : ( ) [0, )P D P X  
( )P x 是 P的次微分. 布雷格曼距离 ( , )D x  定义

如下: 
ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) ,D x x P x p x x x     , 

ˆ, ( ), (

 

)x x D P P x  . 

若 是 阶凸空间, 则存在一个常数 , 

使得 

X q 0c 

ˆ ˆ( , )
q

D x x c x x ≥ . (5) 

由于算子均是非线性的, 为了更好地讨论问

题, 作如下假设: 

(1)存在常数 和a (0, )p  , 使得  

[ ]( ) ( ) ( )K x x x a K x K x 
 

    ≤  . (6) 

(2) 是 Fréchet 可微且其导函数, :K K X Y 
,K K 为有界函数, 满足 

( ) ( ) KK x K x  ≤ , (7) 

( ) ( ) KK x K x    ≤ . (8) 

2 主要结果 

引理 1  设M X , 则存在常数 (0, )   和
单调增的凹函数 :[0, ) [0, )    , 其中, (0) 0  , 

, 使得 
0

lim ( ) 0
t

t




( , ) ( ) ( )D x x P x P x   ≤  

( ( ) ( ) )
p

K x K x  . (9) 

证明  由内积性质知: 

, [ ]* ,x x K x x x      ≤ 

+[ ]( )K x x x   , 

在上式两边同时加上 ( ) ( )P x P x
 

, 得: 

( , ) ( ) ( )D x x P x P x  ≤  
+[ ]( )K x x x   . (10) 

由于 的非线性, 有: K
+( ) ( ) [ ]( )K x K x K x x x    ≤ 

( , ), 0D x x   , 

则由三角不等式可知: 

由(10)和(11)式可得: 

(1 ) ( , ) ( ) ( )D x x P x P x    ≤  
+ +( ) ( ) ( 1) [ ]( )K x K x K x x x     . 

又 
+

0[ ]( ) ( ) ( )
p

K x x x c K x K x   ≤ , 

所以 

(1 ) ( , ) ( ) ( )D x x P x P x    ≤  

0 ( ) ( )
p

c K x K x  . 

令 0 1 1     , ( )t ct  , 0c c  ,  

0, , 则 

c 
0t 

( , ) ( ) ( )D x x P x P x   ≤  

( ( ) ( ) )
p

K x K x  . 

证毕. 

如果 x满足(9)式, 则称 x满足变分不等式, 

变分不等式保证了算子 的非线性[10]. K

引理 2  : ( )P D K X Y  为非负稳定凸泛函, 

,K K 满足(7), (8)式, 则 
1

( ) ( ) ( ) p
y KP x P x

  


  ≤  

1
( )

p
K x y 

 
 . 

证明  由 的极小性可知 
x

1
( ) ( ) ( ( ) ( ))

p
P x P x K x y P x  

   


 
      

+ 1
( ) ( )

p
P x K x y 

 
  ≤ 

+1 1
( ) ( )

p p
K x y K x y 

   
   ≤  

1
( ) ( ) ( )

p
K x K x K x y


       

1
( )

p
K x y 

 
 ≤ 

1 1
( ) ( )

pp
y K K x y 

  
 

   . 

定理 1  设 是 Banach 空间, ,X Y x

0

满足变分

不等式 , 即 (9)式成立 , 则存在   , , 

, 使得

0y ≥
0K ≥ x M

 X  有 
1

( , ) ( ( ) )p
y KD x x m

    


 ≤ , 

+[ ]( ) ( , )K x x x D x x   ≤  也就是说 , 当 0y K   时 , 收敛率为 ( ,D x   

. ) ( ( (x m   ) ))p
y K ( ) ( )K x K x . (11) 
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1,证明   由三角不等式及 ( )  max{pa b ≤
12 }( )p p pa b  , 有 

1( ) ( ) 2 ( ) ( )
p ppK x K x K x K x 

   
   ≤   

12 ( ) ( ) ( ) ( )
pp K x K x K x K x 

   
     ≤ 

1 14 ( ) 4 ( )
p pp pK x y K x y  

  
       

1 14 ( ) ( ) 4 ( )
pp pK x K x K x 

   
      

1( ) 4 ( )
p ppK x K x y 

 
   ≤  

1 24 ( ) 2 (
p 1 )p p p

KK x y
     . 

由引理 2及变分不等式(9)可知 
1 1

( , ) ( ) ( )
pp

y KD x x K x y  
     

 
    ≤  

1(4 ( )
pp K x y 

      

1 24 ( ) 2 ( )
p 1 )p p p

KK x y
     . 

选取正则化参数 ( ) y K     , 根据偏差原

理[11]有 

( ) ( ) ( ), 1K x y c c 
     ≤ ≤ . (12) 

故 

1 1
( ) ( )

pp
y K K x y 

  
 

   ≤0 , 

1 1(4 ( ) 4 ( )
p pp pK x y K x y  

        

K 

)

 
2 1 12 ( ) ) (4 ( 1)( )p p p P

K yc      ≤  
2 12 ( )p p

K
 . 

因此 
1( , ) (4 ( 1)( )p p

y KD x x c
        ≤  

2 12 ( ) )p p
K

 . 

令 , 即有 1 2max{4 ( 1),2 }pm c   1p

1
( , ) ( ( ( ) ))p

y KD x x m
    


 ≤ , 

也就是说 , 当 时 , 收敛率为0y K   ( ,D x   

. ) ( ( (x m   ) ))p
y K 

定理 2  设 是Hilbert空间, ,X Y ,K K 满足(7), 

(8)式, 若: 

(1) ( ) ( )D K D K
0L 
是凸域, 是 Fréchet 可微

的, 则存在常数 , 使得 

F

1 2 1[ ] [ ]K x K x L x x  ≤ 2

)

, 

1 2, ( ) (x x D K D K   ; 

(2) Y  , 使得源条件 *
0 [ ]x x K x    , 

1L  ≤ 成立, 则 
1

2
2

(1 )( )
1 y Kx x

L

   


 


≤  , 

( ) ((1 2) 2)( )y KK x y 
       ≤ . 

证明  由 的 Fréchet可微性及 Lipschitz连续

性, 得: 

K

( ) ( ) [ ]( )K x K x K x x x r  
  

      ,  

2

2

L
r x x 
 

≤ . 

由 x的极小性, 得: 
2 2

( ) ( )K x y x x K x y   
      2

   ≤   

02 ,x x x x    , 

其右端第一项估计为: 
2 2

( ) 2( ( ) ( )K x y K x K x
 

    ≤  
2 2 2( ) ) 2( )y KK x y    ≤ , 

第二项估计为: 

02 , 2 [ ]* ,x x x x K x x x 
            

2 , [ ]( )K x x x     ≤ 

2
2 , ( ) ( )

2

L
K x K x x x 

       ≤ 

2 ( ) ( )K x K x      
2

2 ( )y KL x x
       ≤  

2
2 ( )K x y L x x  

         . 

故 
2 2 2 2( ) 2( )y KK x y x x  

       ≤   

2 ( ) 2 ( )y K K x y 
           

2
L x x

   , 

即 
2

( ) 2 ( )K x y K x y   
         

2 2 2(1 ) 2( )y KL x x
     ≤   

2 ( )y K    , 

则 
2( ( ) )K x y 

       

2+ 2(1 ) 2( )
2yL x x



 
    ≤   
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1 1
1 1

1

1 1

( 1)

1
( (1 ))
2

q q
q

q

q q

q c
c

q r





 

 






. 
22( )

2K

 
  . 

当正则参数 ( )y K    时, 有: 

( ) ((1 2) 2)( )y KK x y 
       ≤ , 

又由引理 2和三角不等式可得 
1

+ 2
2

(1 )( )
1 y Kx x

L

   


 


≤

 

 . 

定理3  设 X Banach空间, ,K,Y 为 K 满  

, 以及

足(7),

(8)式 ( 

并存在

)

Y 

( ) K 
 

, 且

[ ]x  ( )K x K x x x
   ≤ 

( , )rD x x
 

 * 1r   使得源条件

[ ]K X *  成

(D x

 立, 有 

, )x


 ≤ 

12
( ( 1)( ) )

1

q

q
y K Kc c

r
   



  


. 

证明  由内积的性质知: 

, [ ]x x K x
    ≤

1
( , )

r
D x x 

≤ 
2  

1
(( ) ( ) )

pp
y K K x y 

  


    

1( ( ) ( ) )
q

q
KK x y K x y c  

    
    . 

同理, 由偏差原理选取正则参数 ( ) y     

K , 根据(12)式可得 

11
( ,

r
D x x

) ( 1)( )
2

q

q
y K Kc c 

( )x x


 ≤ 

( [ ] [ ])( ) +K x K x x x
        

( ) ( )K x K x
      

( ) ( ) [ ]( )K x K x K x x x 
          ≤ 

( ) ( )K x x K x K x 
     

      

( , )r D x x
   . 

由 Young不等式 11 1
q

q qq
ab a b

q q


≤ , 令 

1

( (1 ) ( , ))
2
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
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q qq
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 

 

 1q
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





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

因此 

11
, ( ,

2

q

q
K
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x x D x x c 
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
   




  ≤  )  

( ) ( )K x K x
    , 

其中 

    



  ≤ , 

即收敛率为 

1( , ) ( )
q

q
y K KD x x

      
   , 

1 0
q

q
y K K   

   . 

3 结语 

要研究了非线性不适定方程中当右端
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Convergence analysis based on Tikhonov regularization  
for nonlinear ill-posed problems 

YUAN Qiong-lin, WANG Jin-ping* 
( Faculty of Science,  Ningbo University,  Ningbo 315211,  China ) 

Abstract: In this paper, we study the convergence rates of Tikhonov regularization method for solving nonlinear 
ill-posed problems. Opposed to the previous research, we investigate convergence rates using the Tikhonov 
regularization method when both the right-hand side and the operator are given approximately with errors. We 
derive the convergence rates in Banach spaces or Hilbert spaces by taking full advantage of the interplay of the 
solution smoothness and the nonlinearity structure. 
Key words: variational inequality; convergence rates; Tikhonov regularization; source conditions 
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