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摘要: 指数和是数论中的重要研究对象. 本文研究了有限域上的广义对角多项式的两类指数和, 

通过次数矩阵的 Smith标准形, 得到了它们在特殊情形下的具体表达式. 
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设 q 是含有 q个元素的有限域, 其中 hq p , 

1h≥ , p是一个素数, *
q 为其乘法群. 对给定的

正整数 r , 用 rq
 表示 q 的 r 次扩域. 设 1( , ,f x   

1) [ ]n q nx x x , , , 定义两类指数和如下: 
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它们对应的 L-函数分别为: 
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其中, p 为一个复本原单位根, Trr表示从 rq
 到

p 的绝对迹映射. L-函数蕴藏着深刻的算术信息, 

是现代数论研究中的热点之一 [1-2]. 由 Dwork- 

Bombieri-Grothendieck 定理可知, * ( , )L f s 是有理

函数, 即 
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其中 , 有限多个零点 1(1 )i i d ≤ ≤ 和极点 (1j ≤ 

2 )j d≤ 是非零的代数整数; 等价地, 对于每个正

整数 r , 均有以下公式成立: 
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( , )L f s 和 ( )rS f 也有类似的结论. 用
*( )qN f 和

( )qN f 分别表示方程 0f  在 *
q 和 q 中解的个数, 

它们与上面定义发指数和及其 L-函数联系密切. 

由于在一般情形下很难给出 ( )qN f 和 *( )qN f , 因而

人们寻找其在特定情形下的表达式, 或某种形式

的估计 . 著名 Chevalley-Warning定理给出 P-adic

估计: 若 n d , 则 | ( )qp N f . Ax[3]改进 Chevalley- 

Warning 定理, 他证明了 ord ( ) ( ) /q qN f n d d  ≥ , 

其中 x  为不小于 x的最小整数, ordq是 q进制加

法赋值, 满足 ord 1qq  . 1997 年, 孙琦[4]给出了下

列形式的方程: 
1 111

1 1 1 =n n nnd d dd
n n na x x a x x c    , 

在满足 gcd(det( ), 1) 1fD q   下的解数公式, 其中

1 ,( ) ,f ij i j nD d ≤ ≤ i qa  , ,qc 0ijd ≥ . 2007 年, 

曹炜和孙琦[5]推广了上述结论, 给出方程: 
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1 1 1
n m nmd d dd

n m na x x a x x c     , 

在其次数矩阵满足特定奇异条件下的解数公式, 

其中, i qa  , qc , 0ijd ≥ , m n≤ . 2009 年, 

Cao[6]发现增广次数矩阵的 Smith 标准形可以用来

计算有限域上超曲面上有理点的个数, 并且给出

了当其最大不变因子与 1q  互素时有理点的个数
公式. 2013年, Chen等[7]利用 Smith标准形给出了

* ( )qN f 的一个估计. 

2017年, 韩山猛等[8]研究了有限域上一类多项

式的指数和 * ( )rS f 与 ( )rS f 及其相应的 L-函数
* ( , )L f s 与 ( , )L f s , 并给出了它们的具体表达式.  
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本文将考虑如下形状的广义对角多项式: 
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其中, 0 1 0 10,0 ,0 ,t tt n n n m m m           

r
ij q

a  , rq
c . 显然, 当 1 1i in m i t （ ）≤ ≤ 时, 

式(5)就是一般的简单对角多项式. 因此, 我们将

研究形如式(5)的广义对角多项式的指数和, 并通

过次数矩阵的 Smith标准形, 得到它们在特殊情形

下的具体表达式. 

1 预备知识 

首先给出有关广义对角多项式的次数矩阵、分

块矩阵及 Smith标准形的定义及引理, 它们是本文

研究指数和的重要工具. 

定义 1  设广义对角多项式 1( , , )
tnf x x   

1[ , , ]
tq nx x 有如下稀疏表达式:  
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0 10 ,tm m m   
ij qa  , 

0 10 ,tn n n    0t  , , 1, ,qc i t   .  

定义 if 的次数矩阵为: 

-1 1 11 1 , 1( , , ) ( )
i i i i i i i i i ii m m s k n s n m k mV V d

     , ≤ ≤ ≤ ≤D ,  

则 f 的次数矩阵为 1diag( , , )f t D D D , 即除对角

线上的块矩阵 iD外, 其余元素均为零. 

对于任意环 R , 用GL ( )n R 表示 R上阶为 n的

一般线性群, 即 R上所有 n n 阶可逆方阵关于矩

阵乘法构成的群. 特别地, 当 R   时, GL ( )n 
里的元素称为幺模矩阵. 设 1[ , , ]

tq nf x x  , 考虑

其次数矩阵 D , 由于对任意的 qa , 有 q  , 

因此不妨将 D看成是剩余类环 1q 上的一个矩阵. 

若 D在 1q 上可逆, 则记为 1GL ( )
tn q D . 

引理 1[8]
  设

n mA 的秩为 k , 则存在 2 个

幺模矩阵 GL ( )n H 和 GL ( )m K 使得 HAK  

( )ij , 其中, 0ij  若 i j , 对角元 :i ii  满足

1| , 0,i i i     这里, 1 1,i k ≤ ≤  且 0k  .  

上面引理 1 中的 (1 )i i k ≤ ≤ 由 A唯一确定, 

称为 A第 i个不变因子, HAK称为 A的 Smith标准

形, 记为SNF( )A . 

引理 2[8]
  设 A为整数矩阵. 则方程组 0AX

和 SNF( ) 0A Y 的整数解之间存在一一对应关系. 

特别地, 0AX 只有零解当且仅当 SNF( ) 0A Y

只有零解. 

引理 3[8]  0(mod 1)r
i i q D X 只有零解当且

仅当SNF( ) 0(mod 1)r
i i q D Y 只有零解. 

关于两类高斯和的定义和性质简单介绍如下. 

设是乘法群 rq

 上的Teichmuller 特征, 对于任意

的 rq
a  ,

 
( )a 是 1rq  次复单位根. Trr为从 rq


到素域 p 上的迹映射. 特征具有如下的正交性
质: 
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为将 Teichmuller 特征 推广到 rq
 上, 定义
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类似地, 定义高斯和为: 
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2 主要结论 

2.1  第一类指数和 * ( )rS f  
首先我们研究广义对角多项式的第一类指数
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和 * ( )rS f . 

定理 1  设 f 为形如式(5)的广义对角多项式. 

则 
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定理 1得证. 

由指数和的定义式(1)及定理 1证明中的式(10)

可得推论 1. 

推论 1  设 f 为形如式(5)的广义对角多项式. 

则有 
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( )= ( ( ))
t
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S f S f
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注  推论 1亦可由指数和 * ( )rS f 的定义式(1)直

接推得, 但定理 1 显然给出了比式(1)更明确的表

达式(虽然从形式上看更为复杂). 事实上, 当某些

if 的次数矩阵满足一定条件时, 可以进一步化简

定理 1中的公式, 也可由引理 3及定理 1可得下面

推论 2. 

推论 2  设 f 为形如式(5)的广义对角多项式, 

次数矩阵为 1diag( , , ).f t D D D  不失一般情形, 

设 fD 的前 (1 )r r t≤ ≤ 个块矩阵 iD 的最大不变因

子均与 1rq  互素, 则有 
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特别地, 若 r t , 即 fD 的所有块矩阵 iD 的最

大不变因子均与 1rq  互素, 则有 
* ( )=( 1) ( 1)t t tm n mr
rS f q   . 

2.2  第二类指数和 ( )rS f  
下面我们研究广义对角多项式的第二类指数

和 ( )rS f .  

由于这类指数和的变量可取零值, 因而情况

比较复杂. 为便于讨论, 我们需要引进更多符号.  
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定理 2得证. 

我们亦可得到类似推论 1与推论 2的结论, 在

此省略.  
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Exponential sums of generalized diagonal polynomials 
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Abstract: Exponential sums are an important research objective in number theory. In this paper the authors 
investigate two types of exponential sums of generalized diagonal polynomials over finite fields and obtain their 
explicit formulas under certain cases using the Smith normal form of degree matrices. 
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