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双分数跳-扩散 Ornstein-Uhlenback 过程下可转换债券定价 

贾红霞, 薛  红* 
（西安工程大学 理学院, 陕西 西安 710048） 

摘要: 随着金融衍生品的发展, 出现了高级金融衍生品, 可转换债券就是其中之一. 双分数布朗

运动是更一般的高斯过程, 能描述更多的随机现象; 而 Ornstein-Uhlenback 过程是一类重要的移

动平均过程. 本文考虑突发事件的影响, 假定股票预期收益率和股价波动率都为常数, 构建双分

数跳-扩散 Ornstein-Uhlenback 过程下的模型, 应用保险精算方法, 获得可转换债券的定价公式. 
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可转换债券起源于金融市场发达的西方国家, 
是可以在一定时间按一定条件转换为普通股票的

一种特殊企业债券, 同时具有债权和期权的特征. 
近些年来, 随着金融市场等的发展, 可转换债券逐

渐成为我国证券市场以及中国企业海外融资的重

要金融产品, 对其合理定价也是热点研究课题, 已
产生众多相关的金融市场模型以及求解方法. 在
布朗运动以及分数布朗运动下, 基于偏微分方程

或鞅方法的定价研究比较常见: 于萍[1]在可转债定

价中引用鞅理论, 采用鞅方法对可转债定价模型

进行了分析; 潘坚等[2]在几何布朗运动下, 考虑随

机违约以及利率双重风险, 采用偏微分方程的方

法进行定价, 且探析了模型中主要参数与价格的

关系; Bladt等[3]第一次在期权定价中提出了保险精

算方法, 并将定价问题转化为等价的公平保费确

定问题, 更具有一般性, 不再要求市场必须无套

利、均衡、完备, 应用更广泛. 而有实证研究探析

发现, 股价收益率存在非平稳性, 以及金融资产价

格具备非周期性、长期记忆性等, 明显简单地利用

分数布朗运动或者布朗运动的随机分析理论解决

期权定价问题是不够合理的. 2006 年, Russo等[4]提

出双分数布朗运动理论且给出了双分数布朗运动

环境下的 ˆIto公式, 在双分数布朗运动下, 没办法

用鞅方法对期权进行定价, 适合用保险精算方法, 

薛红等[5]假定股票价格遵循双分数布朗运动, 考虑

红利率, 建立了相关的金融模型, 运用其随机分析

理论对所建模型求解, 并应用保险精算方法, 得到

了可转换债券定价公式. 在实际金融市场中, 突发

事件是无法避免的, 股票价格也可能会出现跳跃

的情形, 需要用跳-扩散过程来描述, 关于跳-扩散

过程下的期权定价可参考文献[6-7]. 随着期权定

价的深入研究, 股票价格遵循 Ornstein-Uhlenback
过程也被逐渐引入金融市场模型, 其具有高度的

灵活性和合理性, 当股票价格持续上升时, Ornstein- 
Uhlenback 过程能够减弱其上升趋势, 保证价格在

范围内, Ornstein-Uhlenback 过程下的期权定价可

参考文献[8-9]. 
本文在现有的研究基础上, 将金融数学模型

推广到双分数 Ornstein-Uhlenback 过程, 在模型上

予以创新, 使模型更加符合实际市场, 利用保险精

算方法贴现, 对可转换债券定价进行研究. 

1 双分数 Ornstein-Uhlenback 过程下数学模型 

定义 1[3]  中心高斯过程 ,{ , 0}H K
tB t≥ , 0<H<1, 

0 1K ≤ 被称为双分数布朗运动, 且满足均值为

0, 协方差为: 
2 2 2[ ] (( ) | | ) / 2H H H H K HK K

t sE B B t s t s    , 
, 0s t≥ . 
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当 1K  时, ,{ , 0}H K
tB t≥ 退化为分数布朗运动, 

参数为 H; 特别地, 当 1K  , 1 / 2H  时, ,{ ,H K
tB  

0}t≥ 退化为标准布朗运动.  
假定股票价格 tS , 满足随机微分方程 

,d (( ln )d d d )H K
t t t u tS S S t B J        , (1) 

式中: 0  为股票预期收益率; 0  为股票价

格波动率; ,{ , 0}H K
tB t≥ 为概率空间( , ,P  )上参

数为 ,H K 的双分数布朗运动; 0  的作用在于

当股票价格上升到一定高度后, 它使 tS 有下降的 

趋势, 能够回到长期的均衡水平; 
1
tN

t ii
J U


 为 

一个复合 Poisson 过程, { , 0}tN t≥ 是强度为 的
Poisson 过程, tN 为[0, ]t 时间内股票价格发生跳跃

的次数, iU 为第 i次跳跃的相对幅度, { , 1}iU i≥ 为

独立同分布列且 1iU   , ln(1 ) ~ (ln(1 )iU N     
2 2/ 2, )J J  ,  为 iU 无条件数学期望, 0J  为常

数. 假定 ,{ , 0}H K
tB t≥ , { , 0}tN t≥ 相互独立. 

定理 1  随机微分方程(1)的解为 
2 2 1

0

e
0 e ( ( )exp{t tt HK

t HK uS S     
       

,

0
1

e d e d ) ln(1 )}
tNtu u H K

u i
i

u B U 


   . (2) 

证明  令 ( , ) e lnt
t tG t S S , 当在 [0, ]t 内没有

发生跳跃, 由双分数 ˆIto [10]公式可得 
2

2

1d(e ln ) d d[ , ]
2

t
t t t

t t

G G GS t S S
t S S

   
   
  

 

2 2 1( e ln )d e ((t HK t
tS HKt t         

,ln )d d ) (H K
t tS t B        

2 2 1 ,)e d e dHK t t H K
tHKt t B    , 

从而有 
2 2 1

0

e
0 e ( ( )exp{t tt HK

t HKuS S     
       

,

0
e d e d )}

tu u H K
uu B   . 

假定在 1 [0, ]t t 时刻发生了一次跳跃, 则在时

间段 1[0, )t 内有 
- 11

1

e 2 2 1
0 0

exp{e ( ( )
t tt HK

t
S S HKu

    
      

1 ,

0
e d e d )}

tu u H K
uu B   , 

在 1[ , )t t 时间段有 
- ( )1

1

1

( )e
0 exp{e ( (

t t tt t
t t
S S

   
      

1

2 2 1 ,)e d e d )}
tHK u u H K

ut
HKu u B     , 

由(1)式得 
1

1 1 1
1

1/ 1/
( ln ) d

t

t t n t ut n
S S S S u    

      

1 1

1 1

,

1/ 1/
d d

t tH K
u i uu ut n t n

S B U S N  
 

  , 

当 n , 可得
1 11 1
t tt t
S S S U    , 即 

11
1

1 11 0

e
01 = {e ( (exp

t tt
t tt
S S U S

   

    （ ）  
12 2 1 ,

0
)e d e d )

tHK u u H K
uHK u u B      

1
ln(1 )}tU . 

当跳跃次数服从 Poisson 过程时有 
2 2 1

0

e
0 e ( ( )exp{t tt HK

t HK uS S     
       

,

0
1

e d e d ) ln(1 )}
tNtu u H K

u i
i

u B U 


   . 

定理得证. 
定义 2[3]  股票价格过程{ , 0}tS t≥ 在 [ , ]t T 上

的期望回报率 [ ], ,u Tu t  定义为 

exp{ d } [ ] /
T

u T tt
u E S S  . (3) 

定理 2  在概率测度 P下, { , 0}tS t≥ 在[ , ]t T
上的期望回报率满足 

2( ) ( ) /2eexp{ d }= e
T t

T T
T T t A D

u tt
u S

 
     , 

其中, ( ) 2 2 1=e ( )e d
TT t HK u

T t
A HKu u       , 

2 ( ) ,var(e e d )
TT t u H K

T ut
D B    . 

证明  由定理 1 可知 
- (T- )e (T )exp{e ( (

t Tt
T t t
S S

        

2 2 1 ,)e d e d )
THK u u H K

ut
HKu u B      

1
ln(1 )}T tN

ii
U


 , 

由于 
(T ) 2 2 1e ( ( )e d

Tt HK u

t
HKu u          

, 2e d ) ~ ( , )
T u H K

u T Tt
B N A D , 

从而 
(T- )e

1
exp{ ln(1 )}

T tt
N

T t i
i

S S U







   , 

则 
(T- )e 2[ ]= exp{ /2+ ( )}

t

T t T TE S S A D T t





  , 
(T- )e 1exp{ ( )d }= [ ] / = exp{

tT

T t t Tt
u u E S S S A




    

2 /2+ ( )}TD T t  . 
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2 可转换债券定价 

定义 3[4]  假定可转换债券只允许在债券到期

时刻T 发生转换, 则可转换债券到期时的现金流

量 TV 可用公式表示为 
,   ( ) / ,

( ) / ,   ( ) / ,T

P S T PC M
V

MS T C S T PC M


 
 ≥

 

其中可转换债券在到期时刻T 的价值为 TV , 纯债

券价值为 P , 转换价格为C , 债券的面值为M , T
时刻股票价格为 ( )S T . 

定理 3  双分数跳-扩散Ornstein-Uhlenback过
程下可转换债券在 t时刻的保险精算价格为 

( )d

0
(( ( )) / !)[ e ( )

T

t
r u un

t
n

V T t n P d 
 



     

( ) 2 2( ) (1 ) e ( )]n T t
T J

MS t d D n
C

      , 

其中 
21(ln ( )d ( )

2
Tt

Tt

MSd r u u D T t
PC

       

2 2 2ln(1 ) ) /
2 J J T
nn n D     . 

证明  令 
( )d ( )d

{ ( )e e / }
T T

t t
u u r u u

A S T PC M
    , 

( )d ( )d
{ ( )e e / }

T T

t t
u u r u u

B S T PC M
   ≥ . 

可转换债券在 t时刻的保险精算价格为 
( )d ( )d( )[ e ]+ [ e ]=

T T

t t
r u u u u

A B
MS TV E P I E I
C

    

1 2
0

[ ( )] ( )
!

n

n

T t V V
n






 . 

由于 
( ) , 2e ( e d ) ~ (0, )

TT t u H K
u Tt
B N D    , 

( )
( ) ,

0
exp{ e e d ln(1 )

N T tTT t u H K
t u it

i
S B U 


 



    

21 ( )} exp{ ( )d }
2

T

T t

PCD T t r u u
M

  ≥ , 

当 T tN n  时, 
( ) ,

0
e { e } ln(1d ) ~

nTT t u H K
u it

i
B U  



   

2 2 2( ln(1 ) / 2, )J J TN n n n D     , 
(

0
) ,dexp{e e ln(1 )

T nT t u H
i

K
t u it
S B U  


    

21 ( )} exp{ ( )d }
2

T

T t

PCD T t r u u
M

  ≥ , 

取对数有 
( ) , 21ln e de ( )

2
TT t u H K

t u Tt
S B D T t         

0
ln(1 ) l dn ( )

n T

i t
i

MU r u u
PC

  ≥ , 

移项标准化有 
21ln ( ) ( )

2
d

Tt
Tt

MS r u u D T t
PC

      

2 ( ) ,ln(1 ) (e
2

de
TT t u H K

J ut

nn B       ≥  

2

0
ln(1 ) ln(1 ) )

2

n

i J
i

nU n  


    , 

21(ln ( ) ( )
2

d
Tt

Tt

MS r u u D T t
PC

      

2 2 2ln(1 ) ) /
2 J J T
nn n D     ≥  

( ) ,

0
(e e ln(1d )

nTT t u H K
u it

i
B U  



     

2 2 2ln(1 ) ) /
2 J J T
nn n D     . 

令 
( ) ,

0
(e e ln(1d )

nTT t u H K
u it

i
B U   



     

2 2 2ln(1 ) ) /
2 J J T
nn n D     , 

则 
{ },A d    

同理有 
{ },B d ≥  

且当 T tN n  时, 

1 [ exp{ ( ) }d | ]
T

A T tt
V E P r u u I N n     

{ }[ exp{ ( d) } ]
T

dt
E P r u u I     

dexp{ ( ) ( )
T

t
P r u u d   , 

2
( )[ exp{ ( ) } | ]d

T

B T tt

MS TV E u u I N n
C

      

( ) , 21[( exp{e de
2

TT t u H Kt
u Tt

MSE B D
C

      

{ }
0

( )ln(1 ) ( )}) ]
n

i d
i

MS tU T t I
C 



     ≥  

(1 ) exp{ ( )}n T t      
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2 2 2 2
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n
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2πJ T
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
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C
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2 2exp{ ( )} ( )J TT t d n D      . 

定理得证. 

注   当 0  , 0  时 , 2 ( )
, var(e T t

t TD     

, 2 2 2d ) ( )e
T u H K HK HK

ut
B T t   显而易见为双分数

布朗运动下可转换债券的定价公式(详见文献[11]). 

3 结论 

本文在双分数跳-扩散 Ornstein-Uhlenback 过

程下采用保险精算方法得到了可转换债券的定价

公式, 将双分数布朗运动的增量非平稳性等特性

应用于股价收益率非平稳, 而市场的完备性、均衡

性也是未知的情况中, 保险精算方法对这样的市

场同样适用, 且更具合理性. 
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Convertible bond pricing model in bi-fractional jump-diffusion 
Ornstein-Uhlenback process 

JIA Hong-xia, XUE Hong* 
( School of Science, Xi’an Polytechnic University, Xi’an 710048, China ) 

Abstract: With the on-going development of financial derivatives, convertible bond is one of the emergence of 
advanced financial derivatives. The binary fractional Brownian motion is a more general Gaussian process, 
which can describe more random phenomena. The Ornstein-Uhlenback process is an important type of moving 
average process and is applied in this study. Considering the impact of emergencies, the authors assume that both 
the stock return and the volatility of the stock price are constant. The model under the bi-fraction jump-diffusion 
Ornstein-Uhlenback process is established, and the actuarial method is used to obtain the pricing formula of 
convertible bonds. 
Key words: bi-fractional Brownian motion; convertible bonds; Ornstein-Uhlenback process; jump-diffusion 
process; actuarial mathematics 
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