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双值噪声扰动下分数阶串联电路的随机共振现象 
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摘要: 本文研究由被双态噪声调制的电阻、被双态噪声调制的周期输入信号以及通过分数阶微分

方程描述的容阻器串联组成的简单电路的随机共振特性. 首先, 利用整数阶微分方程 Shapiro- 
Loginov 公式以及广义分数阶微分方程 Shapiro-Loginov 公式, 得到一组封闭的方程组; 其次, 对

封闭方程组利用 Laplace 变换、逆 Laplace 变换, 推导出用分数阶微分方程描述的系统一阶矩以

及稳态时响应振幅的详细表达式; 再次, 通过 Matlab 模拟, 根据稳态时响应振幅的表达式, 画出

稳态时振幅随系统阶数、周期信号频率、双态噪声强度、双态噪声关联时间的变化图. 从图中发

现系统表现出 2 种不同的随机共振现象—–Bona fide 随机共振现象以及广义的随机共振现象. 
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噪声通常对系统起着破坏作用. 然而, 人们在

研究非线性系统时发现, 适量的噪声输入系统时, 
系统会表现出一些新奇的特性. 随着研究的深入, 
发现不只非线性系统, 线性系统在有适当的噪声

添加时, 也会表现出新的现象, 随机共振现象就是

其中之一. 随机共振现象首次被 Benzi 等[1]在研究

周期性冰川气候问题时发现. 随后, Fauve等[2]就在

施密特触发器脉冲电路中首次验证了随机共振现

象. 此后, 学者们在物理、化学、生物、电子、通

信等等不同的领域内都发现了随机共振现象. 
最初通过信噪比变化来观察系统是否存在随

机共振现象, 现在随机共振现象的定义有了延伸. 
只要随着噪声强度、噪声关联时间、输入信号频率

的变化, 信噪比、系统一阶矩、输出信号振幅呈现

非单调性的变化, 就说明系统表现出了随机共振

现象. Harmer 等[3]研究了在高斯白噪声调制下几种

典型双稳态电路中的随机共振现象. 韩引霞等[4-5]

研究了三值噪声和高斯白噪声驱动下RC串联电路

的随机共振现象和三值噪声驱动下 RLC 串联电路

的随机共振现象. Bologna 等[6]研究了电阻以非泊

松双态噪声形式涨落时电路中的随机共振现象 , 
以及电容以非泊松双态噪声形式涨落时电路中的

随机共振现象. 而更复杂的电路系统中的随机共

振现象已经在实验中被发现[7-8]. 其他研究噪声作

用的电子电路中的随机共振现象也被观察到[9-12].  
上述研究都是理想电路中的随机共振现象. 

而近几十年, 人们发现许多实际的物理过程、化学

反应过程、布朗粒子运动、新型材料、黏性介质等

都具有记忆的特征. 整数阶微分方程没有描述此

特征的功能, 而分数阶微分方程却能反映具有时

间记忆性和空间相关性的系统. 因此, 人们把非理

想材料建模为用分数阶微分方程表示的模型[13-18].  
电容器、电感、电阻是电子电路中经常用到的

元件. 当周围环境温度发生变化时, 电阻电导率会

发生涨落. 而电容器随着使用时间的延长, 其电介

质会出现损耗. 因此, 电容器被 Reyes-Melo 等[19]

建模为用分数阶微分式表示的具有不同频率特性

的电阻和无损耗的理想电容器的并联分数单元, 
称为容阻器. 本文研究由对称性双态噪声调制的

电阻和被对称性双态噪声调制振幅的周期信号以

及分数阶容阻器串联组成的电路的随机共振行为. 

1 含有一个分数阶容阻器的串联电路模型 

考虑图 1 中有周期信号输入, 由 1 个电阻和 1
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个容阻器串联的简单电路.  

 
图 1  电阻和容阻器的串联电路 

根据基尔霍夫电压定律, 该动态电路方程为 

0 sin( )CR I U A t  , (1) 

式中: d / dI q t ; 根据文献[4]有 d( )
dC
qU t

C t

 




 .  

随着电流流过电路的时间增长, 电阻的温度

升高, 电阻的阻值发生涨落, 输入信号的振幅也发

生涨落, 此时被修正过的动态电路方程变为 

0
d d(1 ( )) (1 ( ))sin( )
d d
q qR t A t t
t C t

 




      , (2) 

式中: R C  ; 0 1≤ ≤ , 0  时容阻器为理想

电容器, 1  时容阻器为理想电阻; ( )t  { ,  
} 是具有对称性的双态噪声, 且双态之间的转

移概率 ( )P   ( ) 1 / 2P   . ( )t 的统计特性符合 
( ) 0t  , 

2( ) ( ) exp( )t t t t        , (3) 

式中:  为双态噪声强度;  为双态噪声关联频率. 

2 推导电量的一阶矩 

对(2)式进行系综平均, 得到 

d d d( )
d d d
q q qR R t
t t C t

 






   
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0 sin( )A t . (4) 

在(3)式中, 出现了除 q  以外的新关联项

( )d / dt q t  . 为了分解此关联项, 利用整数阶

Shapiro-Loginov 公式[20]
 

d d( ) ( ) ( )
d d
qt t q t q
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          , (5)
 

把(5)式代入(4)式, 得到 

d d d ( )
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0( ) sin( )R t q A t    . (6) 

(6)式中含有 q  和 ( )t q 两个变量 . 用
( )t 乘以(2)式的两边, 并对两边进行系综平均, 同

时根据双态噪声的性质 2 2  , 得到 
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0 sin( )A t  . (7) 

根据分数阶 Shapiro-Loginov 公式[21] 
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把(5)式和(8)式代入(7)式, 得到 
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 (6)式, (9)式中形成了关于变量 q  , ( )t q 
的 2 个封闭方程组. 令 1q x  , 2( )t q x  , 同
时对(6)式和(9)式进行 Laplace 变换[22-25], 得到 
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式中, 1 2(0), (0)x x 为方程组初始条件. 且 11b Rs   
/s C  , 12 ( )b R s   , 1
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当系统经历很长时间的演化后, 系统对初始

条件的依赖性逐渐消失. 此时, 系统就步入了稳态. 
系统处于稳态时响应的均值为 

2
022 12
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对(12)式进行逆 Laplace 变换 [22-25], 并利用

Laplace 变换的性质, 得到 
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式中,  
1 2

1 22 12 11 22 12 21( ) [( ) / ( )]h t L b b b b b b   ,  
1 2

2 11 21 11 22 12 21( ) [( ) / ( )]h t L b b b b b b   . 

由信号与系统理论[26], 周期信号输入系统中, 
输出信号一定也是周期信号, 且与输入信号频率

相同, 则稳态时, 系统输出的信号为 
1( ) sin( )x t A t  稳态 , (14)

  式中: A为输出信号振幅; 为输出信号相位. 且 
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式中, 
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3 稳态下振幅的随机共振行为 

3.1  Bona fide 随机共振现象 
双态噪声强度 =0.3, 0.5, 0.7 时, 输出信号振

幅 A随输入信号频率的变化如图 2 所示.  

 
图 2  不同双态噪声强度下振幅随输入信号频率的变化 

从图 2 中可以发现, 达到某一值时, A出现

了 1 个最大值, 即出现了 1 个波峰. 随着的变化, 

A表现波峰的现象称为 Bona fide 随机共振现象. 
所以, 此系统表现出了 Bona fide 随机共振现象. 
比较 3 条曲线, 可以发现随着调制信号噪声强度的

增大, 单峰的峰值逐渐减低. 当 =0.3 时, 振幅的

变化非常明显, 远大于初始振幅. 当 =0.7 时, 峰
值时的振幅反而小于初始振幅. 

图3所示为双态噪声频率 =0.1, 0.5, 1.0 Hz时, 
A随 的变化曲线. 由图可见随着 的变化, 输
A表现出了单峰, 即系统表现出了 Bona fide 随机

共振现象. 比较 3 条曲线, 发现随着 的增大, 单
峰峰值逐渐减低. 当 =0.1 Hz时, 振幅变化非常明

显, 峰值远大于初始振幅. 当 >0.5 Hz 时, 单峰值

小于初始振幅并逐渐消失. 故只有在适当的噪声

强度、噪声频率条件下, 才会出现 Bona fide 随机

共振现象. 

 
图 3  不同双态噪声频率下振幅随输入信号频率的变化 

3.2  广义的随机共振现象 
图 4 为容阻器阶数 =0.30, 0.36, 0.40 时 A随

 的变化曲线. 当 =0.30, 0.36 时, 随着 变化, 
A出现 1 个单峰, 且 =0.30,  取适当值时, A达
到最大值, 并大于初始振幅. 当 >0.36 时, 单峰

减弱, 且小于初始振幅, 没有实用价值. 

 
图 4  不同容阻器阶数下振幅随双态噪声强度的变化 

图 5 为容阻器 C=0.90, 0.75, 0.50 F时 A随 的
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变化曲线. 当 C=0.90 F,  增加到某一值时, 曲线

上出现了 1 个单峰, 即出现了随机共振现象. 但是

当 0.75C  F 时, 共振峰就不太明显了, 且此时的

峰值小于初始振幅值. 

 
图 5  不同容阻器下振幅随双态噪声强度的变化 

图 6 为 =1.00, 0.90, 0.75 Hz 时, A随 的变

化曲线. 3 条曲线上都显示出了共振峰, 且随着
减小, 共振峰逐渐降低. 当 =1.00 Hz 时, 峰值大

于初始振幅; 当 <0.90 Hz时, 峰值小于初始振幅. 

 
图 6  不同输入信号频率下振幅随双态噪声强度的变化 

图 7 为容阻器关联时间 =0.3, 0.5, 0.8 s时, A
随 的变化曲线. 比较 3 条曲线可以看到, 随着
的变化, A表现出了单峰. 而且随着容阻器关联时

间增加, 单峰的峰值逐渐减低. 且 =0.3 s,  达到

某一值时, 峰值最高. 

 
图 7  不同容阻器关联时间下振幅随双态噪声强度的变化 

 

4 结论 

研究被双态噪声调制的电阻、被双态噪声调制

的周期输入信号以及分数阶微分方程描述的容阻

器串联组成的简单电子电路的随机共振行为, 发
现系统表现出 Bona fide 随机共振以及广义随机共

振 2 种不同的随机共振现象. 当输入信号频率变化

到适当值时, 输出信号振幅可以达到最大值; 当噪

声参数与电子系统发生协同作用时, 输出信号振

幅也可以达到最大值. 所以, 噪声在此处不是起破

坏电子系统的作用, 而是把其能量转变为电路系

统的能量, 提高电路系统输出效率. 在实际电路系

统中, 为达到某方面的效果, 通常把若干个电容器

以串联或并联方式接入电路. 由 2 个串联容阻器, 
或者并联容阻器, 以及以混合方式组合的容组器

组与其他电子元件组成的电路中, 在调制周期信

号和噪声驱动电路中的共振特性有待进一步研究. 
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Stochastic resonance caused by the dichotomous noise 
in a fractional order series circuit 

HAN Yin-xia 
( College of Science and Technology,  Ningbo University,  Ningbo 315211,  China ) 

Abstract: The characteristics of the stochastic resonance of the series circuits composed of the modulated- 
resistance with the symmetrical dichotomous noise, and the modulated-amplitude with the symmetrical 
dichotomous noise and the fractional-order cap-resistor is investigated. Firstly, by applying the interger-order 
Shapiro-Loginov formula and the fractional-order Shapiro-Loginov formula, a set of closed equations are 
obtained; Secondly, using the Laplace transform technique, the inverse Laplace transform technique and “signal 
and system” theory, the steady state analytic expression of the first moment of the amplitude of the output signal 
is derived; Lastly, by simulating the variation of the driving frequency, the fractional-order cap-resistor is 
fomulated. For the noise parameters in terms of the steady state amplitude of the output signal, the 
non-monotonic behavior of the output signal is identified. The result indicates that the Bona fide stochastic 
resonance and the generalized stochastic resonance phenomena occur in the fractional-order series circuits. 
Key words: fractional-order cap-resistor; symmetrical dichotomous noise; Shapiro-Loginov formula; stochastic 
resonance 
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