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随机波动率模型下含违约风险的欧式衍生产品的套期保值 

黄鹏飞, 王  伟* 
（宁波大学 理学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 研究了含违约风险的欧式未定权益的最优套期保值问题. 假定含违约风险衍生产品的标

的资产满足 Heston 随机波动率模型, 则利用局部风险最小化方法获得含违约风险衍生产品的最

优套期保值策略. 此外, 还考虑了在一个特别情况下, 研究了含违约风险的欧式看涨期权的最优

套期保值问题, 并通过特征函数和傅里叶反演公式给出了明确的局部风险最小化套期保值策略. 
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许多学者认为 2008 年美国次贷危机的根源实

际上是“信用危机”, 次贷危机的爆发, 就是“信

用风险”的爆发. 信用风险又称为违约风险, 它是

指交易中的对方不能履行契约中的义务而带来损

失的一种风险. 在过去的二三十年里, 含信用风险

的衍生产品已经成为全球发展最为迅猛的金融产

品. 这些信用衍生产品成交活跃、成本低廉, 为金

融机构投资者追求高收益带来了极大的便利; 然

而这些衍生产品也是一把双刃剑, 如果应用不当, 

将会给投资者带来巨额损失. 因此, 对信用衍生产

品如何进行套期保值, 成了很多企业急需要解决

的一个问题. 在非完备市场中, 均值方差套期保值

和风险最小套期保值是目前最流行的 2 种套期保

值策略. Fǒllmer和 Sonderman[1]首次以风险最小化

准则作为未定权益套期保值的目标, 提出了风险

最小套期保值策略的概念. Schweizer[2]进一步考虑

风险资产在原始测度下不是鞅的情况, 提出了局

部风险最小套期保值策略的概念, 并研究了它与

Follmer-Schweizer分解之间的关系. Qian等[3]考虑

了市场中股票的价格动态依赖于市场经济状态, 

在不同的经济状态下, 风险资产满足不同的价格

过程, 他们用马尔可夫调制过程来刻画风险资产

价格, 并获得了该金融模型下单位连结人寿保险

合同的最小套期保值策略. Pansera[4]假定时间为离

散的, 得到了支付过程的局部风险最小套期保值

策略, 并进一步研究了权益连结保险产品的套期

保值. Lee 等[5]假定市场中标的资产价格满足跳扩

散过程, 且投资者比一般市场交易人员拥有更多

的内部信息, 考虑了该金融模型下局部风险最小

套期保值问题. 在国内方面, 李勇等[6]提出了一个

Copula 和波动率相结合的风险最小套期保值方法. 

郭建华等[7]研究了风险资产价格满足跳扩散时风

险最小化套期保值问题.  

本文中, 笔者假定波动率满足 Heston 随机波

动率模型, 并考虑该随机波动率模型下含违约风

险的欧式未定权益的风险最小化套期保值问题. 

此外, 还进一步考虑了含违约风险的欧式看涨期

权, 并给出了局部风险最小化套期保值策略的明

确解.  

1 金融市场模型 

假定市场中有 2种资产可以交易, 分别是风险

资产和无风险债券. 令 tB 和 tS 分别表示风险资产

和无风险债券在时刻 t的价格, 它们满足如下的方

程: 

d dt tB rB t , (1) 

1d ( d d )t t t tS S t W   , (2) 

其中, r 为无风险利率; 为风险资产的预期回报
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率; t 为风险资产在 t时刻的波动率, 满足如下均

值回归模型: 

2d ( )d dt t t tm t W       , (3) 

其中, , ,m  是个常值. 令 e rt
t tS S  表示风险资

产 S在 t时刻的贴现价格过程, 则由(1)式可知: 

1d ( )d dt t t t tS S r t S W      . (4) 

定义 10 0
d , ( )d

t t

t u u u t uM S W A S r u      , 则 

0t t tS S M A    . (5) 

令 表示违约时间, { }t tH I  ≤ 表示违约过程, 

假定违约强度 t 满足如下随机微分方程: 

3d ( )d dt t tt W       , (6) 

其中, , ,   是个常值. 此外, 我们假定布朗运动

1 2 3( , , )t t t tW W W W 满足如下方程: 

12 13

21 23

31 32

1

ˆ 1

1
t t

 
 
 


 
 
 
 
 

 . 

令 ( ,0 )H
t uH u t ≤ ≤ , ( ,0t u u   ≤ ≤ 

),t 1 2 3( , , ,0 ),W
t u u uW W W u t ≤ ≤  W

t t t
    , 

H
t t t    . 另外, 我们采用文献[8]的假设, 违

约时间 的条件分布满足如下: 

0
d

( | ) e , [0, ]
t

u u

TP t t T



   , (7) 

其中, P表示原始测度. 

2 风险最小化套期保值策略 

在非完备市场中, 金融衍生产品的卖空方利

用自融资策略是不能够完全对冲衍生产品空头寸

风险的. 目前, 有关非完备市场的最优套期保值研

究方面, 研究人员提出了多种最优套期保值策略, 

风险最小套期保值策略是其中之一, 也是最流行

的一种方法. 本节中, 笔者将介绍有关风险最小化

套期保值和局部风险最小化套期保值的一些定义

和结果, 更多这方面内容可参考文献[9]. 

定义 1  一个组合 ( , )   称为策略, 则满足: 

(1) 是可逆过程;  

(2) 2

0
[ d[ ], ]

T

p u uE S S   ;  

(3) 是适应的;  

(4) t t t tV S   , 其中, tV , t , t 分别表示 t

时刻投资组合价值的贴现过程、持有风险资产的数

量和持有无风险资产的数量. 

定义 2  令H 为一个未定权益, 若存在一投资

组合策略 ( , )   , 使得 ( )V T H , 其中, ( )V T   

t t t tB S  , 则称为可容许策略. 
为介绍局部风险最小化套期保值方法, 首先

定义累积成本过程为: 

0
d

t

t t u uC V S    . 

定义 3  如果累积成本过程 tC 在原始测度 P

下是鞅, 则策略称为均值自融资的. 

定义 4  假定 X 为半鞅, M 是初值为 0的平方

可积局部鞅, A是平方可积的有限变差过程, 则

X 的典则分解可写为 0X X M A   . 假定 H 是

一个未定权益,  是 H 可容许策略, 称为伪局
部风险最小化套期保值策略, 如果满足: (1)是均
值自融资的; (2)累积成本过程 ( )C  与M 强正交. 

定义 5  一个鞅测度Q与 P等价, 如果在任意

测度 P下, 与M 正交的平方可积鞅 L在测度Q仍

是鞅, 则称Q为最小鞅测度. 

下面的引理 1可见 Schweizer[9]中的定理 3.3或

参考文献[10]. 

引理 1  假定半鞅 X 的典则分解中 ,M A满足:  

(1)对于 0 t T ≤ ≤ , tM  是 P-a.s严格增的;  

(2) A是 P-a.s连续的;  

(3) A关于 M 是绝对连续的, 此条件也等

价于存在一个可料过程 t 使得 0
d

t

t s sA M  
及满足 [ d ]P M    , 则称 H 可容许策略
是局部风险最小化套期保值策略, 如果满足: (1)
是均值自融资的; (2)累积成本过程 ( )C  与M 强正

交. 

此外, 由上面定义 4和引理 1可知, 如果(5)式

中的 ,M A满足引理 1中的条件 1, 2, 3, 则伪局部风

险最小化套期保值策略就是局部风险最小化套期

保值策略. 

3 最小鞅测度 

因为金融市场中只有一个风险资产可以交易, 

而市场中风险源的个数超过市场中可交易风险资

产的个数, 所以市场是非完备的, 故等价鞅测度不

是唯一的. 由文献[9]可知, Follmmer-Schweizer 分

解是得到局部最小化套期保值策略的有力工具, 

而最小鞅测度又在 Flommer-Schweizer分解中起着

重要作用, 因此我们首先给出最小鞅测度的表达

式. 
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命题 1  令 t

t

r



 , 最小鞅测度Q满足: 

2
10 0

d 1
exp d d

d 2
|

t

t t

t u u u

Q
Z W u

P
 

      
   . (8) 

证明 由 ˆIto公式可知: 

d( ) d d d ,t t t t t t tZ S Z S S Z Z S        , (9) 

结合式(3)可得: 

d( ) d ( )dt t t t t tZ S Z M Z S r t      

1d dt t t t t t t tZ S W Z S t    , (10) 

因为 ( ) /t tr    , 故 d( ) dt t t t t tZ S Z M Z S     

1dt tW , 则 t tZ S 是一个 P鞅, 于是 tS 是一个Q鞅, 

故Q是一个等价鞅测度. 

下面证明Q是最小鞅测度. 令 tL 是一个 P鞅, 

则利用 ˆIto公式可得: 

d( ) d d d ,t t t t t t tZ L L Z Z L Z L     , (11) 

又因为 1d d dt t
t t t t t

t t

Z
Z Z W M

S





     , 则 

d( ) d d d , ,t t
t t t t t t t

t t

Z
Z L L Z Z L L M

S




      (12) 

因为 L是一个正交于M 的 P鞅, 则 

d( ) d dt t t t t tZ L L Z Z L  . 

另外, 又由于 ,t tZ L 都是 P鞅, 故 t tZ L 是 P鞅, 

因此 tL 是Q鞅, 由定义 5可知Q是最小鞅测度. 

命题 2 在最小鞅测度Q下, 

1 1 0

ˆ d
t

t t uW W u   , (13) 

2 2 12 0

ˆ d
t

t t uW W u    , (14) 

3 3 13 0

ˆ d
t

t t uW W u    , (15) 

且 ˆ{ ,i=1,2,3}itW 在测度Q下是标准的布朗运动. 

证明 由(8)式和Girsanov定理即可获得命题 2, 

另外, 再由命题 2, 可以把(2), (3), (6)式写成如下: 

1
ˆd d dt t t t tS rS t S W  , (16) 

2
ˆd ( )d dt t t tm t W       , (17) 

3d ( )d dt t tt W       , (18) 

其中, 12 ( )r
m m

  



  , 13 ( )

t

t

r  
 

 


  . 

4 含违约风险衍生产品的最优套期保值策略 

含违约风险的欧式衍生产品的承诺支付是

( )TS , 然而一旦有违约发生, 则衍生产品的卖方

仅仅只支付其中的一部分, 即 ( )TS , 其中, 0   

1  表示回收率. 当 T≤ 时, 意味着衍生产品的

卖方发生违约, 则该衍生产品的买方仅仅能获得

( )TS ; 当 T  时, 则无违约发生, 因此衍生产

品的买方可获得 ( )TS . 

令 ( )V t 表示 t时刻含违约风险的欧式衍生产

品在最小鞅测度Q下的价值, 则由风险中性定价

原理可知: 
( )

{ }( ) e ([ ( )r T t
T TQ

V t E S I 
 

   

{ }( ) ) | ]T T tS I  ≤ , (19) 

由上式可知: 
( )( ) [e ( ) | ]r T t

T tQ
V t E S 

    
d

{ }(1 ) [e ( ) | ]
T

t
r u

T T tQ
E S I  




  , (20) 

利用条件期望的平滑性或直接由文献[11]中的附录

可得: 
( d )

{ }[e |( ) ]
T

u
t

r u

T T tQ
E S I





 


   

 
( d )

[e ( ) | ]
T

u
t

r u

T tt Q
I E S



 

 


  . (21) 

为了方便, 令 
( )

1( , , ) [e ( ) | ]r T t
t t T tQ

V t S E S 
   ,  (22) 

( d )

2 ( , , , ) [e ( ) | ]
T

u
t

r u

t t t T tQ
V t S E S


  

   , (23) 

则 1 { } 2( ) ( , , ) (1 ) ( , , , )t t t t t tV t V t S I V t S       . 定

义: 

1 1( , , ) e ( , , )rt
t t t tV t S V t S  , (24) 

( )d

2 2( , , , ) e ( , , , )
T

u
t

r u

t t t t t tV t S V t S


   
  , (25) 

则根据(24)和(25)式可知 1( , , )t tV t S  和 2 ( , , ,t tV t S   

)t 是Q鞅. 

为符号表述方便, 用 , , ,t sf f f f  表示 ( , ,tf t S  

, )t t  关于 , , ,t t tt S   的一阶导数; , ,ssf f f 表示

( , , , )t t tf t S   关于 , ,t t tS   的二阶导数 ; f 表示

( , , , )t t tf t S   关于 ,t t  各求一阶导数 , sf  表示

( , , , )t t tf t S   关于 ,t tS  各求一阶导数 , sf  表示

( , , , )t t tf t S   关于 ,t tS  各求一阶导数. 

则对 1( , , )t tV t S  和 2 ( , , , )t t tV t S   用 ˆIto公式可

得: 

1 1 1d ( , , ) ( , , )d ( , , )t t t t t s t tV t S V t S t V t S        

2
1 1

1ˆ( d d ) ( , , ) d
2t t t t ss t t t trS t S W V t S S t      

1 2
ˆ( , , )( ( )d d )t t t t tV t S m t W         

2
1

1
( , , ) d

2 t t tV t S t      
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12 1 ( , , ) ds t t t tV t S S t    . (26) 

2 2 2d ( , , , ) ( , , , )d ( , ,t t t t t t t s tV t S V t S t V t S        

1 2

1ˆ, )( d d ) ( , , , )
2t t t t t t ss t t trS t S W V t S        

2
2d ( , , , )( ( )dt t t t t tS t V t S m t        

2
2 2

1ˆd ) ( , , , ) d
2t t t t t tW V t S t        

2 3
ˆ( , , , )( ( )d d )t t t t tV t S t W          

2
2 12 2

1
( , , , ) d ( , , , )

2 t t t s t t tV t S t V t S          

13 2d ( , , , ) dt t s t t t t tS t V t S S t         

23 2 ( , , , ) d
t t t t tV t S t      . (27) 

因为 
1( , , )t tV t S  和 

2 ( , , , )t t tV t S   是鞅 , 则上

面两式的漂移项系数为 0 , 故 

1 1 0 0 10
( , , ) (0, , ) ( , , )

t

t t s u uV t S V S V u S        

1 1 20

ˆ ˆd ( , , ) d
t

u u u u u t uS W V u S W      , (28) 

2 2 0 0 0 20
( , , , ) (0, , , ) ( , ,

t

t t t s uV t S V S V u S         

1 2
ˆ, ) d ( , , , )u u u u u u u uS W V u S        

2 2 30

ˆ ˆd ( , , , ) d
t

u u u u u uW V u S W      . (29) 

定理 1  含违约风险的欧式衍生产品的局部风

险最小套期保值策略 ( , )     满足如下: 

1 12 1( ( , , ) ( , , ) / )t s t t t t tV t S V t S S          

{ } 2(1 ) ( ,( , , )t s t t tI V t S      

12 2( ( , , , )t t t tV t S       

13 2 ( , ), , )) / ( )t t t t tV t S S     , (30) 

( )t t tV t S     . (31) 

证明  令 ( )V t 表示 t时刻含违约风险的欧式衍

生产品价值的现值 . 我们首先假定 ( ) (0)V t V   
*

0
d

t

u u tS L   分解存在, 其中, tL 和 tM 是 P正交鞅, 

此分解的存在性可见下面的注 1, 则 
*

0
, d , .

t

t u u tV S S L S           

又因 tL 和 tM 是 P 正交鞅 , 故 , ,tL S L    

+ , =0t tM L A   , 于是 

* d ,

d
t

t

t

V S

S


 


 


 . 

注意 1 { } 2( ) ( ) (1 ) ( )tV t V t I V t       , 故 

{ } 2* 1
(1 ) d ,d ,

dd
t tt

t
tt

I SS

S

V

S

V
    

 
  

 
 ,(32) 

利用(4)式, (28)~(29)式分别可得: 

1 10
, ( , , ) d

t

t s u u u u uV S V u S S S u        

12 10
( , , , ) d

t

u u u u uV u S S u      , (33) 

2

0
d

t

u u uS S u     , (34) 

2 20
, ( , , , ) d

t

t s u u u u u uV S V u S S S u         

12 20
( , , , ) d

t

u u u u uV u S S u        

13 20
( , , , ) d

t

u u u u uV u S S u      , (35) 

则再结合(32)~(34)式和(45)式, 即可得: 

1 12 1( ( , , ) ( , , ) / )t s t t t t tV t S V t S S          

{ } 2(1 ) ( ( , , , )t s t t tI V t S      

12 2( ( , , , )t t t tV t S       

13 2 ( , , , )) / ( ))t t t t tV t S S     . 

另外, 由定义 1可知: 

( )t t tV t S     . (36) 

值得注意
0

(0) ( ) d
t

t u u tL V V t S C      , 且 tL

与 tM 是 P正交鞅, 可得 tC 与 tM 是 P正交鞅. 再

由定义 4 可知, ( , )t t   是含违约风险衍生产品的

伪局部风险最小化套期保值策略. 为验证该策略

还是一个局部风险最小化套期保值策略, 需证明

引理 1中的 3个条件, 首先因为 2

0
d

t

t u uM S u     , 

故 tM  是 P -a.s 严格增的, 另外由
0

(
t

t uA S     

)dr u可知 tA是连续的. 又因为 /d dt t tA M      

( ) / ( )t tr S   , 故 
2

0 0
d d

t t

u u u uE M E M                  

2

0

( )
d

t

u

r
E u




 
  

 
 . 

于是, 我们根据引理 1 即可得到由(30)式和(31)式

所定义的 ( , )t t   是局部风险最小化套期保值策略. 

注 1  在定理 1中, 假定
0

( ) (0) d
t

u uV t V S      

tL , 对于此分解的存在性可采用与文献[12]相同的

方法证明. 

若违约强度 t  , 则 13 0  . 此外, 从定理

1中的(22)式和(23)式可得如下结果: 
( )

2 1( , , , ) e ( , , )T t
t t t t tV t S V t S    , (37) 

再结合(37)式和定理 1, 经过简单计算可得下面的

注 2. 

注2  当违约强度为常值时, 即 t  , 则定理

1中的结果可简化为如下: 
( )

{ } 1( (1 ) e ( ))( , ,T t
t t s t tI V t S

     
     
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12 1 ( , , ) / )t t tV t S S   . 

( )t t tV t S     .  

注 3  若违约在 t时刻之前发生, 在 t时刻之后

不发生违约, 即 t  ; 或者金融衍生产品不发生

违约风险, 即 1  . 由定理 1可得如下结果: 

1 12 1( , , ) ( , , ) /t s t t t t tV t S V t S S       ,  

( )t t tV t S     . 

5 欧式脆弱期权 

本节中, 我们考虑一个特别例子, 即含违约风

险的欧式衍生产品—–欧式脆弱期权. 欧式脆弱期

权在期权到期时刻T 的承诺支付是 ( )TS K  , 其

中, K是执行价格. 如果在T时刻, 期权的卖方发

生违约, 则期权的买方只能得到承诺支付的一部

分, 即 ( )TS K  . 为了结果不那么复杂, 我们假

定违约强度是一个常值, 即 t  . 对于执行价格

为 K , 到期日为T的欧式看涨期权, 则 

*

( )
1( , , ) [e ( ) | ]r T t

t t T tQ
V t S E S K      . (38) 

为了方便, 我们通过测度变换引入一个新的

测度 SQ , 它被定义为如下: 

d

d [ ]
|

T

S T

TQ

Q S

Q E S



  . 

因此, (38)式可以写成如下: 

1 1( , , ) ( , , , , ln )t t tV t S S P t T S K    
( )

2e ( , , , , ln )r T tK P t T S K  , (39) 

这里, 

1( , , , ln ) (ln ln | ,T tP S T K Q S K S S  ≥  

)t  , (40) 

2 ( , , , ln ) (ln ln | ,S T tP S T K Q S K S S  ≥  

)t V  . (41) 

令 ln
1( , , ln , , ) [e ln ln ,|T

S

i S
t tQ

F t T S E S S      

] 表示 t时刻 ln TS 在测度 SQ下的条件特征函数,  
ln

2 ( , , ln , , ) [e ln n| l , ]Ti S
t tQ

F t T S E S S      , 

表示 t时刻 ln TS 在测度Q下的条件特征函数. 利

用 Heston[13]的结果可得: 
( , ) ( , ) ln( , , ln , , ) e j jC T t D T t i S

jF t T S          , (42) 

其中 

1 2 1 12 2

1 1
, , , ,

2 2
x x b b          

2
12( , ) ( / ( )){j jC u iru m b i q u           

2 ln[(1 e ) / (1 )]}qug g  ,  

2

1 e
( , )

1 e

qu
j

j qu

b i q
D u

g





   

   
, 

12

12

j

j

b i q
g

b i q

 
 

 


 
, 

2 2 2
12( ) (2 )j jq i b ix        , 

( , , , , ln )jP t T S K   

ln

0

e ( , , ln , , )1 1
d .

2
e

π
R

i K
jF t T S

i

  





  

  
  

  (43) 

由(39)式可得: 

1
1 1

( , , )
( , , , , ln ) ( , ,t tV t S

P t T S K S P S V
S





  


 

( ) 2 ( , , , ln )
, ln ) / e r T t P S V T K

T K S K
S

  
 


.(44) 

因为 

ln

0
R

( , , , ln ) 1
[(e (lne ( ,

π
j i K

j

P S V T K
F S

S
 

 
   

, , ln )) / ) / ( )]dt K S i   . (45) 

且根据(42)式可得: 
(ln , , , ln )jF S t K

S





 

( , ) ( , )1( 1) e j jC T t D T tii S       , (46) 

则 

1
1 1

( , , )
( , , ) ( , , , ln )t t

s t t

V t S
V t S P S V T K

S





  


 

ln 1

0
[( )Re e ( 1

π
i K iS

i S 
     

1 1

( )
( , ) ( , ) )

e
e ( )]d

π
/

r T t
C T t D T t K

i    
 

      

ln 1

0
[(R e 1e ( )i K ii S 

     

2 2( , ) ( , )e ( )/ ]d)C T t D T t i       . (47) 

另外, 采用同样方法可得: 

ln
1 10

( , , ) Re[(e ( , )
π

i K
t t

S
V t S D T t

  
     

( )

1

e
(ln , , , ln )) / ( )]d

π

r T tK
F S t K i  

 

   

ln
2 20

Re[(e ( , ) (ln ,i K D T t F S 
    

, , ln )) / ( )]dt K i   . (48) 

结合注 2, (47)式和(48)式, 可得含违约风险的

欧式看涨期权的局部风险最小化套期保值策略. 

6 结论 

文章考虑了随机波动率模型下含违约风险的
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最优套期保值问题. 我们假定市场中的风险资产

价格满足 Heston 随机波动率模型, 且违约强度满

足均值回归模型. 由于所考虑的金融市场是非完

备的, 因此等价鞅测度不是唯一的. 我们首先考虑

了最小鞅测度问题, 接着利用Follmer-Schweizer分

解获得了含违约风险的欧式未定权益的局部风险

最小化套期保值策略, 最后通过已经得到的结果, 

研究含违约风险的欧式看涨期权的最优套期保值

问题, 并利用特征函数和傅里叶反演公式获得了

局部风险最小化套期保值策略. 
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Hedging for European contingent claims with default risk  
based on a stochastic volatility model 

HUANG Peng-fei, WANG Wei* 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: An optimal hedging problem of the European contingent claims with default risk is probed in this 
work. The underlying asset of the European contingent claims with default risk is assumed to fit a Heston 
stochastic volatility model. Using the local risk minimization method, we obtain an explicit closed-form solution 
for the optimal hedging strategies of the European contingent claims with default risk. Further, we consider a 
special case, in which a problem of hedging for a European call option with default risk is considered. Explicit 
expressions for the local risk minimization hedging strategies are derived using the characteristic functions and 
Fourier inversion formula. 
Key words: default risk; local risk minimization; hedging; stochastic volatility 
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