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基于Majority逻辑门映射的电路面积优化 

吴达斌, 王伦耀*, 夏银水 
（宁波大学 信息科学与工程学院,  浙江 宁波 315211） 

摘要: 提出了一种采用三输入Majority逻辑门(M门)和反相器实现电路逻辑功能的电路面积优化

算法. 该算法首先用动态规划策略完成电路的 AIG(And-Inverter Graph)切割, 然后通过搜索适合

M门覆盖的 AIG子结构以及与门和M门之间的等效替代, 将 AIG转换为适合M门映射的MIG 

(Majority-Inverter Graph), 最后用法则和法则对MIG进行简化, 得到节点数更少的MIG, 从

而实现基于 M门映射的电路面积优化. 优化算法用 C语言实现, 并用 MCNC电路测试. 结果表

明, 相比于逻辑综合工具 ABC的结果, 用M门映射后电路面积可得到平均约 12%左右的优化. 
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随着电路集成度、单位面积功耗等越来越高, 

基于硅基半导体工艺的 CMOS 集成电路面临越来

越大的挑战, 因此新的纳米电子器件在集成电路

领域的应用受到了广泛关注, 这些纳米器件包括

硅纳米线[1-2]、碳纳米管[3]、石墨烯[4-5]、电阻式随

机存取存储器[6](Resistive Random-Access Memory, 

RRAM)、量子元胞自动机[7](Quantum-dot Cellular 

Automata, QCA)、有机场效应晶体管 [8](Organic 

Field Effect Transistors, OFET)和许多其他类型的

纳米器件等等. 而这些器件的基本功能可抽象为

一个多数(Majority)表决器[9], 本文称之为 Majority

逻辑门(简称M门). 因此, 逻辑函数基于M门的实

现是利用上述纳米器件实现集成电路的关键环节.  

在逻辑函数基于 M 门实现的研究中, 文献[9]

提出将逻辑函数的 AOIG (And-Or-Inverter Graph)

转换为 MIG, 然后通过一些规则对 MIG 进行优化

的逻辑综合方法. 文献[10]提出利用M门的容错性, 

通过引入适当的逻辑错误实现逻辑优化, 但由于

待引入逻辑错误的选择需要考虑对其他输入的影

响 , 因此优化过程比较复杂 . 文献[11]提出将用

MIG形式表示的逻辑函数来进行FPGA综合, 利用

FPGA 实现 MIG 的优化技术. 文献[9-11]中得到的

MIG都是从AOIG转换过来的, 相比于逻辑函数的

AOIG 形式, AIG 形式应用更加普遍, 因此本文将

以AIG为基础实现基于M门映射的电路面积优化. 

本文优化方法将结合等效替代和电路覆盖策

略, 用M门和反相器实现的电路面积优化. 主要包

括两方面内容: (1)利用M门和传统的“与”“或”

门之间的等价关系, 以及 M 门的 AIG 实现形式, 

实现M门对传统布尔逻辑中“与”“或”运算的替

代和对 AIG 子图的替换. (2)利用基于动态规划的

电路覆盖算法, 完成对AIG切割, 并使得切割后子

AIG 的集合有利于 M 门的映射, 最终实现以面积

优化为导向的用M门映射的逻辑电路.  

1 逻辑函数的Majority运算实现 

1.1  M门的运算性质 
M门的逻辑功能可用下式来表示,  

, ,a b c  ab bc ac     . (1) 

其中, 变量 ,a b和 c为 3个输入. 

(1)式中 , ,a b c 表示输入为 , ,a b c的 M 门的

逻辑功能. 由(1)式可知, 当 3 个输入中, 有 2 个及

以上输入为逻辑“1”时, 输出为逻辑“1”; 反之, 

当有 2 个及以上输入为逻辑“0”时, 输出为逻辑
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“0”. 即M门逻辑功能相当于一个多数表决器. 此

外, 当 M 门中有 1 个输入为 0 时, 如 0a  时, (1)

式就变成下式: 

0, , 0 0b c  b bc c bc        . (2) 

(2)式中的M门逻辑功能相当于二输入的“与”

门; 同理, 当M门中有一个输入为1时, 如 1a  时, 

(1)式就变成(3)式, 此时 M 门的逻辑功能相当于二

输入的“或”门.  

1, , 1 1b c  = b + bc + c b c      . (3) 

由(2)式和(3)式可知, 将 M 门和反相器组合在

一起就可以构成一个逻辑完备集, 可用来表示任

何的逻辑函数.  

对于一个有 n个输入变量, m个乘积项构成

的逻辑函数 ( )f X , 1 2{ , , , }nX x x x  , 其对应的

乘积项之和(SOP)形式为
1

( )
m

ii
f X P


 , 利用式(2)

可以将乘积项 ( )iP X 表示成: 

1 1 2 2 3 4( ) ( , ,0) ( , ,0)iP X M x x M x x    , 

/2 1( , ,0)n n nM x x , (4) 

或 

1 1 2 2 3 4( ) ( , ,0) ( , ,0)iP X M x x M x x     

( 1)/2 2 1( , ,0)n n n nM x x x    . (5) 

(4)式中的 n为偶数, (5)式中的 n为奇数. 循环

利用(2)式, 最终可以把(4)式和(5)式中的“与”运

算替换成 M 运算. 同理, 循环利用(3)式, 可以把

1
( )

m

kk
f X P


 中的“或”运算替换成M运算. 最

终
1

( )
m

kk
f X P


  可以转换为 M 运算和取反运算

构成的表达式.  

1.2  逻辑函数的MIG表示 
MIG是由M门和反相器组成的一种数据结构. 

逻辑函数可通过相应的运算定律进行转换和化简, 

MIG和逻辑函数类似, 也有相应运算法则. MIG的

布尔代数运算法则有 2个, 分别是图 1的法则[9] 

交换律: , , , , , ,x y z y x z z y x     

多数律: 
if ( ) : , , , ,

if ( ) : , ,

x y x x z y y z x y

x y x x z z

    


  
 

结合律: , , , , , , , ,x u y u z z u y u x      

分配律: , , , ,x y u v z    

, , , , , ,x y u x y v z      

取反律: , , , ,x y z x y z     

图 1  法则 

和图 2的法则[10].  

相交律: 
/

, , , ,
x y

x y z x y z   . 

互补律: , , , , , , , ,x u y u z x u y x z     . 

替代律: /, , , , , , , ,v ux y z v v x y z u       

/
, , , ,

v u
v x y z u     

图 2   法则 

以图 3 为例, 逻辑函数 ( )f A B BC  可通过

(2)式和(3)式得到 ,0,BC B C  , ,1,B BC B   

,0, , ( ) , 0, ,1, ,0,B C A B BC A B B C       , 

对应的MIG结构如图3(a)所示. 图3(a)通过法则
的互补律, 即把第 3层的输入 0用第 2层的输入 B

替换, 得到图 3(b), 再通过法则的多数律, 即第

3层的 2个输入 B和 B互为反变量, 输出可以由第

3 个输入C表示, 得到图 3(c), 即最终简化的 MIG. 

逻辑函数 ( )f A B BC  通过传统公式法可化简为

f AB AC  , 与 MIG 的布尔代数运算法则得到

的结果一致, 即化简得到的结果正确.  

 

图 3  逻辑函数的转化和优化 

逻辑电路的逻辑功能除了用逻辑函数来描述

外, 也可用 AIG数据结构来表示. AIG中只有“与”

和“非”2种逻辑运算, 图 4中每个圈表示 1个“与”

运算节点, 实边表示输入或输出变量, 其中虚边表

示对应的变量取反. 图 4(a)是 f ABC ABC  对应

图 4  AIG到MIG的转化和优化 
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的 AIG表示, 根据(2)式可得, 与门可用 M门实现, 

用 M 门替代图 4(a)中与门就得到图 4(b)中的 MIG

图, 对图 4(b)使用按照法则的取反律、多数律以
及法则的互补律来优化, 得到图 4(c)中的 MIG. 

图 4(c)为 , , ,0, , ,y A B C A B C    , 对应的逻

辑表达式为 ( )(y AB AC BC AB AC     )BC , 

对此逻辑表达式化简可得 f ABC ABC  . 由此

可知, MIG的优化结果正确. 

2 基于Majority门映射的面积优化 

考虑到逻辑综合中, AIG是一种普遍使用的表

示逻辑功能的数据结构, 因此本文基于 M 门映射

的面积优化将以 AIG为基础. 在 AIG向MIG转化

时, 可以采用(2)式所示方式, 将 AIG 中的与门用

M门代替, 也可以利用 M门逻辑功能与 AIG结构

对应的逻辑功能的等效性, 直接将 AIG 的子结构

替换成 M 门. 对于三输入的 M 门, 在输入变量存

在反变量情况下, 可产生 8 种变换形式; 就输入变

量次序而言, 可产生 6 种变换形式; 另外输出也存

在取反和不取反 2种情况, 所以对一个三输入的M

门一共可以产生 96种能够让 AIG结构节点数发生

变化的变换形式. 图 5 即给出了几种在不同输入情

况下M门对应的 AIG等价逻辑结构.  

 
(a) , ,a b c 对应的 AIG结构, (b) , ,c b a 对应的 

AIG结构, (c) , ,a b c 对应的 AIG结构. 

图 5  M门用 AIG实现的等价逻辑结构 

本文基于 M 门映射的面积优化大体包含下面

3个部分: (1)通过对 AIG的切割, 得到子 AIG的集

合; (2)将子 AIG对应的逻辑功能用M门和反相器

的组合实现, 即将子 AIG 转化为子 MIG; (3)使用

法则和法则对转换后的MIG进行以面积为导

向的优化. 由于不同切割得到的子 AIG 对生成的

MIG面积有很大影响, 因此, 本文提出的面积优化

方法是通过搜索不同切割形成不同子 AIG 的集合

以及对应的 MIG, 最终得到有利于电路面积的优

化MIG, 进而实现基于M门映射的面积优化, 其中

最优覆盖搜索采用动态规划算法. 基于 M 门映射

的电路面积优化算法的伪代码如图 6所示.  

Algorithm MIG_mapping(AIG_nodes)

input AIG_nodes; 

        if (Leaf_Node(Node n)) {

             return 0; }

       initial n.bestarea;

           Cut AIG;

do {       //loop1

        MIG;

        do { //loop2

    

jC 

           Ω(MIG);

               Ψ(MIG); }

        while (no improvement )

        Majority numbers;

        if ( .bestarea> ) {

                .bestarea= ; }    

;  } 

while(convert all sub-AIGs to sub

j

j

j

S

n S

n S

j



 
-MIGs)  

output .bestarea.   n
 

图 6  最优面积覆盖的优化算法 

在上述算法中, 首先需判断所选取节点是否

为叶子节点, 若是, 则不需要对其进行切割; Cut  

AIG表示对 AIG 进行切割, 对 AIG 切割时, 必须

满足 FFC(Fanout Free Cone)的约束条件, 即以节

点 n为根节点的最大FFC进行切割[12-13]. 在切割过

程中, 若得到的子 AIG 出现了不满足 FFC 的约束

条件, 则将此切割视为无效切割, 不使用M门对其

进行覆盖. 此外, 若AIG中出现某个节点输出的同

时被作为多个节点的输入时, 则考虑这种节点有

助于电路的面积优化, 文中将此类节点表示为AIG

的公共节点. 算法会将公共节点作为一个子 AIG

的根节点来处理. 此外, 算法中存在 2 个主要的循

环, 第 1 个循环是用来表示遍历 AIG 的所有切割, 

当每种切割都转换后结束循环; 第 2个循环用来表

示每种切割下得到的MIG使用法则和法则进
行优化, 直到MIG中用法则和法则对MIG不

能进行优化后结束循环.  

算法中 MIGjC  来表示 AIG 向 MIG 转换. 

本文中根据每种切割得到的子 AIG 输入变量个数
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不同进行如下转换:  

(1)子 AIG 输入变量的个数小于 3 时, 不满足

本文提出的能够减少电路节点个数的子 AIG 结构, 

可直接用(2)式将子 AIG结构的与门用M门替换. 

(2)子 AIG 输入变量的个数等于 3 时, 搜索对

应子 AIG 的内部结构, 看它是否与一个三输入的

M门对应 AIG的内部结构一致. 若 AIG的内部结

构为上述的 96 种情形中的一种, 就用一个三输入

的 M 门直接替换子 AIG, 否则就用(2)式将子 AIG

结构的与门用M门替换. 

(3)子 AIG 当输入变量的个数大于 3 时, 对其

中输入变量个数等于 3的AIG进行任意搜索, 若满

足M门对应 AIG的内部结构, 就用一个M门直接

替换, 其他的与门用M门进行一对一的替换, 若找

不到满足 M门对应 AIG的内部结构, 则将子 AIG

结构的与门用M门替换.  

算法中Ω(MIG)和Ψ(MIG)是利用图 1 和图 2

所示的法则和法则, 对得到的初始 MIG进行

化简.  

图 6 算法的功能是求取一个电路的最优面积

覆盖. 输出值 .bestarean 是关于节点 n的最大 FFC

的最优覆盖面积, 且面积用M门的个数来衡量. 而

所有最大 FFC 最优覆盖的面积相加, 就是整个电

路的最优覆盖下的面积. 

以图 7所示电路为例, 说明本文算法优化过程. 

图 7为同个电路的 AIG通过不同切割得到的覆盖, 

其中每个实线小椭圆代表 1个与门, 连接与门的虚

线边表示取反运算. 电路由 6 个与门组成, 分别记

为 , , , , ,n p q r s t , 电路有 4 个输入, 分别为 , , ,a b c d . 

图 7中的每个虚线框代表 1个切割, 如图 7(a)中一

种得到了 3个切割, 分别用 1C , 2C , 3C 表示.  

(1)以图7(a)为例, 执行Cut AIG后, 得到图7(a)

中分别以节点 , ,n s t为根节点得到的 3 个切割 1C , 

2C 和 3C . 首先判断切割 1C , 2C , 3C 都满足约束 FFC, 

为有效切割; 其中 2C , 3C 的 s和 t节点的输出被 r

和 q节点引用, 都为公共节点, 有利于面积优化, 

应保留. 因此把 s和 t作为子 AIG的根节点来处理. 

如果执行Cut AIG后, 得到图 7(c)所示的切割, 考

虑到切割 3C 的输出来自 2 个内部节点, 不满足约

束 FFC, 因此图 7(c)所示覆盖为无效覆盖, 应放弃.  

(2)将有效切割得到每个子AIG转换到子MIG. 

根据子 AIG 转换到 MIG 的操作步骤, 对于图 7(a)

中子AIG切割 1C , 其输入变量个数为 3个, 则搜索

切割 1C 的内部结构, 发现其M门对应的 AIG结构

一致, 用一个M门替换切割 1C ; 对于切割 2C 和 3C , 

判断出其输入变量的个数小于 3个, 则直接将 2个

切割中的与门用 M 门进行替换. 将每个子 AIG 全

部转换到 MIG 后, 就得到了初始 MIG, 过程如图

8(a)所示.  

(3)利用法则和法则对转换后的 MIG 进

行简化. 对图 8(a)所示的初始MIG进行简化后, 最

终得到如图 8(b)所示的 MIG. 计算简化后 MIG 中

M 门的个数, 得到该有效切割下电路的最优覆盖

面积为 2.  

(4)图 7(b)为另外一种满足约束条件的一个有

效覆盖, 重复(1)~(3), 得到不同覆盖对应的M门的

个数. 比较不同覆盖对应的电路面积, 最终得到最

优的覆盖面积为 2.  

 

图 8  切割后的覆盖和优化过程 

3 实验结果及分析 

本文提出的基于 Majority 逻辑门映射的电路

面积优化算法用 C 语言编程, 并在 WIN7 64 位操

作系统 4 GB内存中实现. 考虑到AIG或MIG内部

的节点对应与门或者 M 门, 并且在量子计算中实

现 M门的成本和实现 AND/OR的成本一致[14], 因

图 7  同一电路的不同覆盖 
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此可以使用节点个数来衡量电路面积大小[15]. 本

文将 MCNC 电路作为测试电路, 覆盖搜索过程中

限定生成切割得到的子AIG最大输入个数为 5. 表

1为本文方法与文献[16]中逻辑综合工具ABC比较

的结果. 表 1的第 1列和第 2列为测试电路的名称

和电路的输入和输出以及 PLA表示的乘积项个数; 

表 1中 AIG节点数和 MIG节点数分别用 ABC工

具和本文算法后得到的节点数. 表 1的最后一列表

示用本研究方法和 ABC 比较的结果, 其计算方法

如(6)式.  

表 1  MCNC电路测试结果 

Benchmark 

circuit i/o/p 

Node 

(AIG) 

Node 

(MIG) 
Imp/%

adder 256/128/1 020 1 019 892 -12.46

5xp1 7/10/131 97 88 -9.28

9sym 9/1/238 213 181 -15.02

apex1 45/45/2 604 1 975 1 698 -3.90

apla 10/12/273 182 176 -3.30

b2 16/17/1 629 1 186 1 025 -13.57

bar 135/128/3 336 3 141 2 725 -13.24

bca 26/46/3 103 2 250 2 063 -8.31

ex5 8/63/1 193 501 440 -12.18

i10 257/224/2 675 1 829 1 716 -6.18

in1 16/17/1 629 1 563 1 025 -34.42

max 512/130/2 865 2 834 2 362 -16.65

chkn 29/7/431 344 339 -1.45

sin 24/25/5 416 5 039 4 719 -6.35

Average  1 583 1 389 -12.29

Node(MIG) Node(AIG)
Imp 100

Node(AIG)


  % . (6) 

从表 1实验结果数据可以看出, 与逻辑综合工

具 ABC得到的 AIG电路相比, 本文提出的基于M

门映射的算法后得到的电路具有更小面积, 节点

数平均减少了 12.29%. 但不同电路用M门来实现, 

其电路面积优化的效果也不同. 表 1中电路 chkn、

apex1、apla 等电路用 M 门来实现后, 电路优化结

果不明显, 节点数最少的只改进了 1.45%, 而 in1

电路优化效果明显, 达到 34.42%. 上述优化结果

的差异与电路对应的 AIG 结构密切相关. 如果电

路对应的 AIG 中找不到适合 M 门表示的结构, 或

者AIG转化为MIG后, 很难用法则和法则进

行进一步化简, 对于这种 AIG 几乎就是用(2)式将

AIG中的与节点转换为MIG中的M节点, 导致简

化后的MIG节点数与 AIG节点数差别不大. 反之, 

如电路对应的 AIG 中, 存在比较多适合 M 门实现

的结构, 则优化效果就比较好. 以 chkn为例, 其对

应的AIG中, 找到如图5所示的可以直接替换成M

门的结构一共有 3处, 而电路 in1一共找到了直接

替换成 M 门的结构一共有 97 处. 此外, 由替换后

剩余的 AIG得到的 MIG, 电路 in1对应的 MIG也

更适合用法则和法则进行进一步化简. 总的

来说, 由于MIG使用M门比AIG使用与门的逻辑

功能更加丰富, 能够表示一些复杂的逻辑函数, 利

用 MIG 形式表示电路在面积优化方面相比于利用

AIG形式表示电路更加具有优势.  

4 结论 

本文提出基于三输入的 M 门映射的电路面积

优化方法. 该优化方法利用适合 M 门实现 AIG 子

结构的搜索, M门与传统与门、或门逻辑功能的等

效变换, AIG的切割、适合M门映射的覆盖搜索等

将 AIG转化为适合M门映射的MIG, 然后利用
法则和法则对 MIG 进行进一步简化, 从而实现

基于M门映射的电路面积优化. 实验结果表明, 相

比于逻辑综合工具 ABC结果, 用M门映射后可得

到平均约 12%左右的电路面积优化; 但就单个电

路而言, 电路面积优化程度与其 AIG 结构密切相

关, 其优化程度介于 1.45%~34.42%之间.  
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Area optimization using Majority logic gate mapping 

WU Da-bin, WANG Lun-yao*, XIA Yin-shui 
( Faculty of Electrical Engineering & Computer Science,  Ningbo University,  Ningbo 315211,  China ) 

Abstract: An area optimization algorithm for logic circuits using 3-inputs Majority logic gate (M gate) and 
inverter mapping is proposed in this paper. By cutting the AIG with a data structure for logic circuit into 
sub-AIGs, searching the patterns in sub-AIGs which is suitable for M gate mapping and replacing the “AND” 
nodes with M nodes, the algorithm converts an AIG to an MIG (Majority-Inverter Graph). Furthermore, by 
employing the   and   rules, a more compacted MIG with fewer nodes is obtained, which facilitates further 
area reduction. The proposed algorithm is implemented in C programming language and tested under MCNC 
benchmarks. The experimental results show that compared with the result of ABC, the average area reduction of 
the tested circuits is about 12% using the M gates mapping. 
Key words: Majority logic gate; mapping algorithm; logic optimization 
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