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一种新型三自由度力控末端执行器及其运动学和性能分析 
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摘要: 提出了一种安装在工业机器人末端具有3个平动自由度的力控末端执行器, 适用于工件狭

小空间处的自动化打磨抛光. 该执行器采用了 3-PPaR 并联机构构型, 实现了紧凑对称的结构设

计. 为了提高执行器的定位精度和力控性能, 采用了 3 个音圈电机驱动. 首先, 通过修正的 G-K

公式验证了机构的自由度, 进行了机构运动学正逆解的分析; 其次, 建立了机构的雅可比矩阵, 

讨论了机构的奇异性; 最后, 利用数值法分析了机构的可达工作空间. 研究成果为该执行器机构

优化设计和样机研制提供了理论基础.  
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传统的手工打磨抛光, 效率低、耗时长、劳动

强度大, 工件表面抛光质量在很大程度上依赖于

技术工人的经验和熟练程度. 采用工业机器人进

行自动化抛光, 可以提高打磨抛光质量和效率. 为

了实现工件表面打磨、抛光和去毛刺等连续接触式

加工, 工业机器人在打磨抛光时, 需要控制工具头

与工件间的接触力. 目前用于抛光的工业机器人

对工件进行打磨抛光时主要采用 2 种方式来实现

加工过程中力控制[1]: 一种是直接通过控制工业机

器人关节力矩来实现力控制; 另一种是在工业机

器人末端安装力控末端执行器间接实现力控制. 

通过力控末端执行器来调整工件打磨抛光时的接

触力具有控制精度高、动态响应好等优点, 因而力

控末端执行器的研究具有重要的意义.  

美国德州 PushCorp公司设计出AFD系列轴向

柔顺力控制机构[2]; 奥地利 FerRobotics 公司设计

出轴向柔顺力控装置[3]; 赵亚平等[4]提出了一种气

电混合单自由度力控末端执行器; 黄婷等[5]提出了

一种气缸驱动式单自由度力控末端执行器. 由于

商业生产和目前研究的力控末端执行器只具有一

个自由度, 灵活性较差. 为了提高力控末端执行器

的灵活性, Ma等[6]提出了一种基于 3-PPS并联机构

的三自由度力控末端执行器, 该执行器通过绕 x、y

轴转动可以适用复杂曲面的曲率变化, 沿着 z轴移

动可以调整轴向的接触力; 缺点是难于实现侧向

力的控制, 对于具有狭小孔洞工件的内表面加工

不适用.  

并联机构[7]具有承载能力强、刚度大、精度高

和速度快等优点. 在少自由度并联机构中 3个平动

自由度并联机构一直是研究的热点, 此类机构在

高速分拣机器人、工业加工设备和医疗装备等领域

已得到了广泛的应用. Clavel[8]发明的 Delta机构是

3T 并联机构中典型结构, 由转动关节驱动, 可以

实现很高的速度和加速度, 但其结构刚度低, 承载

能力弱. Li 等[9]提出了一种新型 3-PRC 并联机构, 

并对其进行了运动学及性能的分析, 提出了通过

适当的结构设计参数消除所有奇异点的方法. Zeng

等[10]提出了一种 Tri-pyramid 机构, 该机构具有运

动解耦, 工作空间内无奇异点等优点, 但为了使机

构具有各向同性的性能, 3 个主动关节采用正交布

置, 致使结构不够紧凑.  

本文提出一种新型 3-PPaR 并联机构, 该机构
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具有 3个平动自由度, 并具有结构紧凑、高刚度、

高精度、运动学正逆解简单和工作空间大, 且内部

无奇异点等优点, 将其用于力控末端执行器设计, 

可通过沿 x、y轴方向的平动来实现侧向力的控制, 

解决工件狭小空间处的自动化打磨抛光问题; 同

时可以通过沿 z轴方向的平动进行轴向力控制, 且

可以满足大型工件表面的打磨抛光要求.  

1 三自由度力控末端执行器结构 

1.1 结构设计 
力控末端执行器由力传感器、电主轴、抛光头、

动平台、定平台和呈空间对称的 3条相同支链组成

(图 1 和图 2). 3 个主动副 P 垂直固定在定平台上, 

采用音圈电机驱动, 每条支链都含有通过 2个球副

S和 2个转动副 R构成的平行四边形机构, 其输入

部分与主动副 P连接, 输出杆通过转动副R与动平

台相连, 3 个平行四边形机构呈星型布置. 音圈电

机往复直线运动通过支链带动动平台运动, 由于

支链布置的特点, 动平台仅具有 3 个自由度, 即沿

着 x, y, z三个方向平动.  

 
1.抛光头; 2.电主轴; 3.力传感; 4.动平台; 

5.平行四边形机构; 6.音圈电机; 7.直线导轨; 8.定平台. 

图 1  三自由度力控末端执行器结构模型 

 

图 2  3-PPaR并联机构简图 

定坐标系的原点在定平台中心, y 轴在 1BO的

连线上, 方向背离 1B 点; z轴垂直定平台, 方向向

上 ; x轴方向通过右手定则确定 . 动坐标系 P: 

O'-x'y'z'的原点在动平台的中心, 坐标轴的方向始

终与定坐标系坐标轴方向一致. iB 为音圈电机的

中心点; iE 为两球副连线的中点; iP为输出杆的

中点; iq 表示音圈电机的行程; l表示平行四边形

机构的杆长; R表示定平台中心 O 到音圈电机中

心 iB 的距离; r表示动平台中心 O'到 iP点的距离; 

i iE P表示等效杆; 2π( 1) / 3 i i   表示 iOB 与 y轴

负半轴之间的夹角, 其中 i表示支链的数目. 

1.2 自由度分析 
该机构含有平行四边形闭环子链(2-SR), 为了

分析机构自由度, 将其闭环子链看作是一个多自

由度的广义运动副, 等效成由多个单自由度运动

副串联. 在定坐标系 B: O-xyz中分析平行四边形闭

环子链, 发现该闭环子链可等效一个转动副 R 和

一个移动副 P串联, 支链 i的运动螺旋可表示为: 

1 (0  0  0;   0  0  1)i $ , 

2 2 2 2 2(     0;       0)i i i i ia b d e$ , 

3 3 3 3(0  0  0;       )i i i id e f$ , 

4 4 4 4 4(     0;       0),i i i i ia b d e$  

1,2,3i  , (1) 

式中: 1i$ 表示第 i个支链的移动副 P 的运动螺旋; 

2i$ 和 3i$ 表示第 i个支链的2-SR平行四边形机构的

等效运动螺旋; 4i$ 表示第 i个支链的转动副 R 的

运动螺旋.  

2 4 2s ,  c ,i i i i i ia a d q       

2 4 3c ,  s s ,  i i i i i ib b d      

2 4s ,  ( s )c ,  i i i i i i i ie q d l q        

3 4c s ,  ( s )s ,  i i i i i i i ie e l q         

3 c ,i if   
2 1 / 3,  1,2,3,    i i i       

其中: s表示 sin; c表示 cos. 下同. 

对式(1)的运动螺旋系求其反螺旋得: 

1 (0 0 0; c 0 s ),r
i i i $  

2 (0 0 0; 0 0 1)r
i $ , 

1,2,3i  . (2) 

对式(2)中由 3 条支链构成的约束螺旋系求二 

1 

3 

5 
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次反螺旋, 得到动平台的运动螺旋系为: 

1 (0  0  0;   1  0  0)$ , 

2 (0  0 0;   0  1  0)$ , 

3 (0  0 0;   0  0  1)$ , (3) 

式(3)中的 3个运动螺旋表示动平台沿 x、y、z轴方

向的平动自由度.  

采用修正的 G-K公式[11]计算机构的自由度: 

=1

( 1) ,
g

i
i

F d n g f v        (4) 

式中: F 为机构自由度数; d为机构的阶数; d=6-λ, 

为公共约束数; n为包括机架的构件数目; g 为

运动副的数目; if 为第 i个运动副的自由度数; v

为冗余约束;  为机构中约束存在的局部自由度数.  

通过式(2)可知, 公共约束 =1 , 冗余约束 =1v . 

根据式(4)计算, 该机构的自由度为: 

5 (11 12 1)+12+1=3F     . (5) 

综上所述, 该机构只具有三维空间平动, 即沿

x、y、z轴的平动自由度.  

2 位置分析 

2.1 位置反解 
并联机构的位置反解是已知机构的动平台的

位置和姿态, 求解主动关节的输入值.  

设动坐标中心点 O'在 B: O-xyz 中的位置矢量

为[x, y, z]T(图 2), 点 iP在定坐标系 B: O-xyz中的位

置矢量为: 
T[ s c ] , 1,2,3.B

i i ix r y r z i    P  (6) 

点 iE 在定坐标系 B: O-xyz中的位置矢量为: 
T[ s c ] , 1,2,3,B

i i i iR R q i   E  (7) 

式中:  

2π( 1) / 3,  1,2,3.i i i      
根据  | |i i lPE , 可以得到位置约束关系为: 

2 2 2 2( ) , 1,2,3.i i iX Y z q l i      (8) 

从而求出位置反解为: 

2 2 2 , 1,2,3,i i iq z l X Y i       (9) 

式中: 

( )s ,   ( )c ,i i i iX x r R Y y R r        
2π( 1) / 3,  1,2,3.i i i     

2.2 位置正解 
并联机构的位置正解是已知机构主动关节的

输入值, 求解动平台的位置和姿态.  

由式(8)消元解方程组得: 

2
1 1( 4 ) / (2 ) ,x A B B AC A B      

2
2 2( 4 ) / (2 ) ,y A B B AC A B      

2( 4 ) / (2 )z B B AC A    , (10) 

式中:  

1 3 2( ) / ( 3( )),A q q R r    

2 2
1 2 3( ) / (2 3( )),B q q R r    

2 1 2 3( 2 ) / (3( )),A q q q r R      

2 2 2
2 1 2 3(2 ) / (6( )),B q q q r R     

2 2
1 2 1,A A A    

2 1 1 1 2 22 ( ) 2 2 2 ,B A R r q A B A B      

22 2 2 2 2
1 2 1 22 2 ( ).C B B q r rR R L B R r          

3 速度分析 

并联机构的速度分析通过建立主动关节的输

入速度和末端输出速度之间的关系实现, 其中速

度雅可比矩阵是深入分析并联机构性能的基础.  

由图 2可知, 在定坐标系 B: O-xyz中, 动平台

中心点 O'位置矢量可由支链 i表示为: 

s c

= c , 1,2,3

s s

i i

z i

i i i

x l

y r R l i

z q l

 


 

   
        
      

R , (11) 

式中:  

c s 0

= s c 0

0 0 1

i i

z i i

 
 

 
 
 
  

R , 

2π( 1) / 3,  1,2,3.i i i      

将式(11)关于时间求导可得: 

, 1,2,3,i i i i iq i    v a b c    (12) 

式中: v为机构动平台速度矢量. 
T[ ]x y zv    , 

T[ c c s c s ]i z i i i i il l l     a R , 

T[ s s 0 s c ]i z i i i il l    b R , 
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T[0 0 1]c , 

c s 0

= s c 0 ,

0 0 1

i i

z i i

 
 

 
 
 
  

R

 
2π( 1) / 3,  1,2,3.i i i     

由图 2可知, 等效杆 i iE P的单位向量为: 

 Tc s c s s , 1,2,3,i z i i i i i i     d R  (13) 

c s 0

= s c 0

0 0 1

i i

z i i

 

 

 
 
 
 
 

R , 

式中:  

2π( 1) / 3,  1,2,3.i i i      

对式(12)等号两边同时点乘式(13)可得: 
T T , 1,2,3.i i iq i d v d c    (14) 

将式(14)整理成矩阵形式为: 

dir inv J v J q , (15) 

式中: T
1 2 3=( )q q qq    ; q为主动关节的速度矢

量; dirJ 和 invJ 分别为机构的正、逆雅可比矩阵.  

T
1

T 3 3
dir 2

T
3

,

 
 

  
 
 

d

J d R

d

 (16) 

T
1

T 3 3
inv 2

T
3

.

 
 

  
 
  

d c

J d c R

d c

 (17) 

4 奇异性分析 

在并联机构中, 由于奇异位形将会导致机构

自由度的变化, 在工作空间内机构不能达到某些

位置或者机构没有承载力, 影响机构运动的连续

性和工作能力. 根据正逆雅可比矩阵行列式是否

为零, 可以把奇异分为 3 类: 逆向奇异、正向奇异

和混合奇异.  

4.1 逆向奇异 
当 inv dir| | 0, | | 0 J J 时 , 机构发生逆向奇异 , 

此时动平台失去一个或多个自由度, 这意味着当

驱动副在没有受到任何力矩和力的情况下, 动平

台可以承受一个或多个力或力偶.  

由式(16)和(17)可知, 当 T 0i d c , 且 1 2 3, ,d d d

线性无关时, 发生逆向奇异, 如图 3(a)所示. 等效

杆 1 1E P 平行于定平台, 等效杆 2 2E P 和 3 3E P 空间相

交于一点, 此时发生逆向奇异.  

 
(a) 逆向奇异         (b) 正向奇异       (c) 正向奇异  

 
     (d) 正向奇异              (e) 混合奇异 

图 3  3-PPaR并联机构奇异位型 

4.2 正向奇异 
当 dir inv| | 0, | | 0 J J 时 , 机构发生正向奇异 , 

此时动平台得到一个或多个自由度, 这意味着当

驱动副都被锁定时, 动平台不能承受一个或多个

力或力偶, 即动平台会发生运动. 机构发生正向奇

异有以下 3种情况: 

(1)当 1 2 3, ,d d d 平行于 z轴, 如图 3(b)所示, 等

效杆 1 1 2 2 3 3, ,E P E P E P 垂直于定平台, 此时机构发生

正向奇异.  

(2)当 1 2 3, ,d d d 其中任意两个向量平行于 z轴, 

如图 3(c)所示, 等效杆 2 2E P 和 3 3E P 垂直于定平台, 

此时机构发生正向奇异.  

(3)当 1 2 3, ,d d d 其中的 1个向量平行于其他 2个

向量所在的平面, 如图 3(d)所示, 等效杆 1 1E P平行

于等效杆 2 2E P 和 3 3E P 所在的平面, 此时机构发生

正向奇异.  

4.3 混合奇异 
当 dir inv| | 0, | | =0J J , 机构发生混合奇异, 此

时所有的驱动副都被锁住, 分支可承受一个有限
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运动, 同时当驱动副在发生一个有限运动时而动

平台不发生运动.  

由式(16)和(17)可知, 当 T 0i d c , 且 1 2 3, ,d d d

线性相关时, 发生混合奇异, 如图 3(e)所示, 等效

杆 1 1 2 2 3 3, ,E P E P E P 平行于定平台, 此时机构发生混

合奇异.  

综上所述, 若在机构尺寸设计时, 使得定平台

半径大于动平台半径, 以及考虑到球铰链的最大

转角限制, 机构将不存在奇异位型. 

5 工作空间分析 

一个机构性能的优劣主要取决于机构工作空

间的大小和形状. 如果并联机构的工作空间较小,

且形状不规则, 将会很大程度上限制其应用, 所以

对其工作空间进行分析十分重要. 为了更好地满

足打磨抛光要求, 3-PPaR 并联机构需要具有大且

规则的工作空间. 通过极限边界搜索法确定可达

工作空间, 搜索流程如图 4所示. 

 

图 4  3-PPaR并联机构工作空间搜索流程图 

为了更形象地了解 3-PPaR 并联机构的工作空

间, 用如图 4 所示的工作空间搜索方法, 给出一组

算例. 设该机构的设计参数为 R=46 mm, r=40 mm, 

l=45 mm, 音圈电机的行程为 25 mm. 3-PPaR 并联

机构在运动过程中, 由于球铰链会先发生机械干

涉, 因此在分析运动副转角的限制时, 要以球铰链 

的限制作为约束条件, 即 
o0 45 ,i   

arccos[( ) / ],i iz q l    (18) 

式中: ( =1,2,3)i i 表示杆 l与 z轴方向之间的夹角.  

所得到的机构可达工作空间, 如图 5 所示. 从

图5(a)和(b)可以看出, 该工作空间是一个形状比较

规则的立体区域, 由上下两部分组成, 上部分近似

圆锥, 下部分近似圆柱, 动平台中心点沿 x、y轴方

向最大运动范围为-25~25 mm, 沿 z 轴方向最大运

动的范围为 0~30 mm, 主要取决于音圈电机的行

程, 行程越大工作空间越大. 图 5(c)和(d)为沿 z 轴

方向取得的截面图, 呈 120°中心对称, 这符合 3条

相同支链对称布置的特点. 从图 5(c)和(d)可知, 该

机构可达工作空间内无空洞.  

  

(a) x-y-z轴测图                  (b) y-z视图 

 

(c) z=10 mm截面图             (d) z=25 mm截面图 

图 5  3-PPaR并联机构工作空间 

6 结论 

提出了一种可以实现 3 个平动自由度的力控

末端执行器, 该执行器具有结构紧凑、定位精度高

和刚度大等优点, 主要适用于工件狭小空间处的

自动化打磨抛光. 以 3-PPaR 并联机构作为研究对

象, 对其进行运动学及性能分析. 结果显示, 当

R r 时, 机构不存在奇异位型, 在给定行程范围

内和球铰链的约束条件下, 该机构在可达工作空

间内无空洞. 研究成果为该执行器机构优化设计 
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和样机制造提供了理论基础. 
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A novel 3-DOF force-controlled end-effector and its 
kinematics and performance analysis 

ZHANG Lin1,2,3, YANG Gui-lin2,3, LIU Li-tao1,2,3, LI Jian-gang2,3, LIU li1* 
( 1.Faculty of Mechanical Engineering & Mechanics, Ningbo University, Ningbo 315211, China;  

2.Ningbo Institute of Materials Technology and Engineering, Chinese Academy of Sciences, Ningbo 315201, China;  

3.Key Laboratory of Robotics and Intelligent Equipment Technology of Zhejiang Province, Ningbo 315201, China ) 

Abstract: A three-degree-of-freedom (3-DOF) force-controlled end-effector to realize three translations is 
proposed. It can be attached to an industrial robot to perform force-controlled polishing task in a narrow space. A 
3-PPaR parallel robot configuration is selected for achieving compact and symmetrical structure design. In order 
to improve high positioning accuracy and high force-controlled performance, the end-effector is driven by three 
voice coil motors. Firstly, the mobility of the 3-PPaR parallel mechanism is verified by the modified G-K 
formula, the forward and inverse solution of the mechanism is analyzed by position constraint equation. 
Secondly, the Jacobian matrix is employed to determine the singularity configuration of the mechanism and the 
workspace is analyzed by a numerical approach. This research work provides theoretical foundation for the 
design optimization and prototype development of the force-controlled end-effector. 
Key words: force-controlled end-effector; parallel mechanism; degree of freedom; kinematics; singularity 
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