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势 Korteweg-de Vries方程的暗方程分类 
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摘要: 通过要求势Korteweg-de Vries (KdV)方程和线性扩展方程具有高阶对称, 获得了势KdV方

程的完整的暗方程标量分类: 8 类具有若干自由参数的相互独立的暗方程. 然后通过一个直接假

设方法, 获得了势 KdV方程的 8类暗方程的递归算子. 
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目前的天文观测表明, 宇宙中可见的重子物

质仅占宇宙总能量组成的 4%左右, 看不见的暗物

质占 23%, 而宇宙中占能量组成 73%的成分是以

看不见的暗能量形式存在的[1-3]. 类比于宇宙学中

暗物质与暗能量的概念, Kupershmidt[4]在非线性方

程研究中提出了暗方程的概念, 其基本思想为:  

给定 2个动力系统 X和 Y:  

(X) , (1) ( )tu X u
(Y) , (2) ( )tu Y u

寻找它们具有下面形式的所有线性扩展 Xext和 Yext: 

(Xext) , (3) 1( ), ( )t tu X u v A u 
(Yext) , (4) 2( ), ( )t tu Y u v A u 

这里 是一个向量, 且 是只与 u有关

而与 无关的矩阵线性微分算子. 根据交换性: 

v

v

( ), 1,2jA u j 

[ , ] 0,X Y   (5) 
ext ext[ , ]X Y  0 , (6) 

可获得所研究系统的暗方程, 即线性扩展方程. 

这些方程在思想上类似于给定系统线性化得

到的结果, 或者研究外部线性波如何与给定系统

特解的相互作用. 根据线性扩展方程(5)和(6), 对

给定的可积模型(1)和(2)给出完整的分类很有意义. 

对Korteweg-de Vries (KdV)方程, 文献[4]给出了

一个完整的标量分类. 大多数暗方程与物理模型

密切相关, 如 KdV方程的对称方程, Lax对的时间

部分, 超 KdV方程的玻色化[5], 超对称玻色超场的

玻色化, Manin-Radul超对称费米超场的玻色化[6-7]. 

在 Kupershmidt提出非线性方程暗方程的概念并给

出了暗 KdV 方程的分类后, 有学者得到了暗的修

正 KdV方程的分类, 并计算了两类暗修正 KdV系

统的递归算子[8-9]. 这种暗方程分类的方法在非线

性科学的理论及应用中有重要意义[10-14]. 文献[15]

研究了势KdV方程的可积性; 文献[16]获得了奇异

孤子、冲击波和势 KdV 方程的其他的解; 文献[5]

研究了一维和二维空间势 KdV 方程; 文献[6]研究

了 sine-Gordon方程, 修正KdV方程和势KdV方程

的可积性. 

本文通过求势 KdV 方程和线性扩展方程具有

高阶对称, 获得势 KdV 方程完整的暗方程标量分

类. 暗方程可能是可积的, 因为其线性, 且存在更

高阶的对称, 这意味着暗方程可能存在无限多的

高阶对称, 只需找到暗方程的递归算子或主对称

就能保证暗方程存在无限多的高阶对称. 

1 势 KdV方程的暗方程 

事实上, 在 Kupershmidt 对暗方程的定义中, 

式(2)和(4)分别是式(1)和式(3)的高阶对称, 因此意

味着原始模型(1)和其扩展式(3)都是可积的. 对于

势 KdV方程: 
23 ,t xxx xu u u   (7) 

其对称方程如下: 
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.x6u u u
t xxx xu   

3

 (8) 

势 KdV方程的五阶对称方程为: 
210 5 10 .u

xxxxx x xxx xx xu u u u     u






4


5

 (9) 
基于高阶对称性理论, 本文假设势 KdV 方程

(7)的线性齐次扩展方程的形式为: 
2

1 2 3 4t xxx xx x x xv c v c v u c v u c v u     
3

5 6 7xx xc vu c vu u c vu  , (10) 

方程(7)的五阶对称扩展方程为: 
2

1 2 3 4
v

xxxxx xxxx xxx xd v d v u d v u d u      
3

5 6 7 8xx xx x xx xx x xxxd v u d uu v d v u d v u    
2 2

9 10 11 12x xx x x x x xd v u u d v u d v u u d v u    

13 14 15 16xxxx xxx xx x xxd vu d vu d vu u d vu    
2 3

17 18 19 ,x xd vu u d vu u d vu   (11) 
方程(7)和(10)被称为暗的势 KdV 系统. 通过求解

, , 使得( 1,2, ,7)ic i   ( 1,2, ,19)jd j  v 满足对称
方程(12), 进而可推导出式(10)的所有独立模型. 

2
1 2 2 3 4

v v v u v v
t xxx xx xx x x xc c u c v c u c u          

v 

,u

 
3

3 4 5 6 72u u v v
x x x xx xc v c v u c u c u u c u        

5 6 6 73u u u
xx x xc v c vu c vu c v       (12) 

将式(9)、(11)、(7)和(10)一起代入式(12), 得到 58

个含有 26 个参量 和

的复杂超定非线性代数方程组. 

( 1,2, ,7)ic i   ( 1,2, ,19)jd j 

通过符号计算软件 Maple 对上述方程组进行

分析和计算, 可以得到 9类方程. 比较 9类方程的

系数关系, 发现有 2类可以归结到同一个含有参数

的方程中去, 所以本文得到 8类独立的暗的势KdV

模型. 这里只列出 及其相关的五阶对称性tv v 的
扩展方程.  

第 1类暗方程: 

2 ,t xx xv avu v u  x

22 6 6v

 (13) 
,x xxx x x xxxx xx xv u v u avu avu u      (14) 

其中 a是自由参数. 

第 2类暗方程: 

,t xxxv bv  (15) 
,v

xxxxxcv   (16) 

其中 b和 c是自由参数. 

对于第 2 类暗势 KdV 系统扩展, 有一些自由

参数. 显然, 这样的分解系统可用于任何矢量场的

任意系统. 对于第 2类暗势 KdV系统退化到 
2 1 , , /n

tv m v n N m c b    ,

,xx

 (17) 
所有这些都是自对偶扩展. 

第 3类暗方程: 
6 2t x x xv v u v    (18) 
4 20 20v

xxxxx xxx x xx xxv v u v u       
210 106x xxx x xv u v u . (19) 

第 4类暗方程: 

3 ,t x x xxv v u v x   (20) 
5 5v

xxxxx xxx x xx xxv v u v u      
210 106x xxx x xv u v u . (21) 

这是势 KdV 方程对称对偶方程, 对称对偶耦

合系统也是所有可积系统的有意义的暗扩张. 

第 5类暗方程: 

6 ,t x x xxxv v u v   (22) 
10 10v

xxxxx xxx x xx xxv v u v u      
210 30 .x xxx x xv u v u  (23) 

第 6类暗方程: 
3 3t x x xx xxv v u vu v ,x    (24) 

5 10 10v
xxxxx xxx x xx xx x xxxv v u v u v u       

210 5 20 .x x xxxx xx xv u vu vu u   (25) 
第 7类暗方程: 

6 6t x x xx xxv v u vu v ,x    (26) 
10 20 20v

xxxxx xxx x xx xx x xxxv v u v u v u       
230 10 60 .x x xxxx xx xv u vu vu u   (27) 

第 8类暗方程: 
6 3 4t x x xx xxv v u vu v ,x    (28) 

16 40 60 50v
xxxxx xxx x xx xx x xxxv v u v u v u       

230 15 30 .x x xxxx xx xv u vu vu u   (29) 

2 暗势 KdV方程的递归算子 

一般来说, 具有高阶对称的方程可能有无穷

多的高阶对称. 找到方程的一个递归算子或一个

主对称就可以证明该方程具有无穷多的高阶对称.

计算给定可积系统的递归算子是相当困难的. 很

多研究都专注于基于 Lax 算子的相关理论, 利用

Lax算子平方的特征函数方程来构造递归算子[17-19], 

亦或使用哈密尔顿算子来实现[20]. 本文给出了一

种构造递归算子的简捷方法, 进而利用提出的直

接假设方法获得 8类暗方程的递归算子, 用递归算

子验证了这几类方程具有七阶对称性. 

第 1类暗方程的一阶对称是: 

1
u

xu  , (30) 
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表 1  递归算子 

 

1
v

xv  . (31) 

其三阶对称是: 
2

3 3 ,u
xxx xu u    (32) 

3 2 6v .xxx x xv v u     (33) 
其五阶对称是: 

2 3
5 10 5 10u

xxxxx x xxx xx xu u u u     u , (34) 

5 4 20 20v
xxxxx xxx x xx xxv v u v u       

210 10x xxx x xv u v u . (35) 

根据对称性理论和势 KdV 性质, 本文假设强

对称算子 形式为: 

11

21 22

0
 
 

  
 

 . (36) 

势 KdV方程的递推算子是: 
2 1

11 4 4xx xu u u       ,

x

 (37) 

和 

21 1 2 3 4 5( ) (x xx xb v b uv b v b uv b u v      

x






 

2 1 2 1
6 7 8) 4 ( )x xb u v u b v b vu u       

2 1 1
9 10 11 12( )x x x x xb u b u v b v u b v        

1 1 1 1
13 14 15 16x x x x xx x xb u v b u uv b v b uv           

1 2 1 1 2
17 18 19 .x x x xb u v b u v b v u        (38) 

22 和 21 类似, 只需用 ik 替 21代  中 其

是

的 ib , 

中 ib和 ik 未确定参量. ( 1i  ,2,3, ,19)
根据强对称性的定义, 我们有: 

31

31

,
uu

vv



  

   
   

  (39) 

3 5

3 5

u u

v v

 
 
  

  
  






. (40) 

进而使用Maple软件进行计算, 得到: 
1 1 1

21 2 x x x x xx x xv u v v uv          , (41) 
1 1 1

22 2 x x x x xx x x xu u u u uu   
x         . (42) 

接下来需要验证强对称算子是暗方程的递归

算子. 我们可以用递归算子的定义进行验证, 限于

篇幅, 不在文中写出验证过程. 其实, 利用上述递

归算子, 可以简单验证: 

5 7

5 7

u u

v v

 
 
  

  
  






. (43) 

从得到第 1类暗势 KdV方程的递归算子可知,

这类暗方程具有无穷多的高阶对称. 用同样的方

法, 可以得到 8类暗方程的递归算子(表 1). 

3 结语 

本文主要研究了势 KdV 系统的暗方程分类. 

研究结果表明: 共有 8类暗势KdV方程, 其中有些

暗方程包含了对称方程、对称对偶方程等特殊方 

程. 进而通过一个直接假设方法, 构造了 8 类暗势

KdV 方程的递归算子, 意味着这些暗方程具有无

穷多对称, 也是可积耦合系统. 由于暗 pKdV 和暗

KdV 系统的发现, 人们可以对各相关问题作进一

步探索, 特别是与暗方程紧密相关的超系统、超对

称系统和其他非对耦系统. 本文构造暗方程和相

应递归算子的方法也适用于其他非线性方程. 同

时, 讨论了非线性方程的线性齐次扩展, 在后续工

作中我们将研究线性非齐次或非线性扩展. 此外, 

广义暗方程的显式解可以通过对称约化、达布变

换、广田双线性、贝克隆变换等方法获得. 对暗方

程的求解将在后续工作中研究. 

类 21  22  
1 1 12 x x x x xx x xv u v v uv         

1 1 12 x x x x xx x x xxu u u u uu           1 

2 0 xxm  
2 x xv av   0 3 
1 1 18 2 2 2x x x x xx x xv u v v uv          

1 1 14 2 2 2 2x x x x xx x x xxu u u u u u           4 
14 2x x xxv v   

14 2x x xx xxu u     5 
1 2x x x xv u v v     

1 12 ( )x x x xx x x xxu u u u uu         6 

7 2 4x xv v   
14 2x xx x xxu u      

8 2 3x xv v   4 4x xxu    
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Classification of dark potential Korteweg-de Vries equation 

CHEN Mi, LI Biao* 

( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In this paper, we obtain a complete scalar classification for dark potential Korteweg-de Vries (pKdV) 
equation system by requiring the existence of higher order differential polynomial symmetries. There exist eight 
independent classes of dark pKdV equation with some free parameters. The recursion operators of dark pKdV 
equations are then constructed using a direct assumption method. 
Key words: dark equation; potential Korteweg-de Vries equation; recursion operator 
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