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摘要: 本文考虑具有 Hardy 位势的非线性 Schrödinger 系统, 分别利用变量替换、测试函数和积

分估计证明了系统非负经典整体解的 Liouville 型定理成立. 
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1 引言 

考虑具有 Hardy 位势的非线性 Schrödinger 系
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其中, , 0, , 1p q  ≥ 和 2, ( , ( 2) / 4)l n N   . 我

们建立 Liouville 型定理, 即系统(1)式不存在非负

经典解. 

近年来, 在原点具有奇性的非线性 Schrödinger

方程引起了很多专家关注[1-5]. 例如, Jeong 等[4]和

Du 等 [5]分别讨论了具有 Hardy 位势的非线性

Schrödinger 方程稳定解和有限 Morse 指标解的

Liouville型定理. 

研究系统(1)式的目的是源自于著名文献[6], 

在此文中, Gidas和Spruck建立Lane-Emden方程的

Liouville型定理, 且 Liouville型定理在研究椭圆方

程和抛物方程时有广泛的应用. 特别, 联合 Gidas

和 Spruck的 rescaling方法或爆破方法[7], 无变分结

构的 Dirichlet 问题正解的先验估计和存在性被建

立. 2010年, Dancer等[8]利用 Liouville定理、爆破

分析和变分法研究了一类非线性 Schrödinger 方程

孤子波解的先验估计和存在性. 另一方面, 许多专

家把 Lane-Emden方程的 Liouville型定理作为一个

猜想进行了广泛的研究[9-11]. 

但对具有 Hardy 位势的非线性 Schrödinger 系

统而言 , 因为位势项的出现会致使研究其解的

Liouville型性质更加困难, 此类问题的研究与可积

系统也有很大的关系 [12]. 采用 Souplet 的方法 , 

Phan等[13]和 Fazly等[14]在 3N  情况下, 分别建立

了 Hardy-Hénon方程和 Hénon-Lane-Emden系统解

的Liouville型定理. 也需要注意到, Yarur [15]利用球

面平均方法研究了一类加权椭圆系统正解的非存

在性. 

受文献[5,16-17]的启发, 本文目的是利用变量

替换、测试函数和积分估计方法证明具有 Hardy位

势非线性 Schrödinger系统解的 Liouville型定理. 

定理 1  设 ( , )u v 是系统(1)式的非负经典解, 

, 0, , 1p q ≥ 和 2, ( , ( 2) / 4)l n N   . 如果下

面 2个条件之一成立: 
2
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则 0u v  . 

注 1  本文并没有要求系统(1)式的解是径向

对称的. 

定义  如果系统解是在 NR 上, 则称为整体解. 
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记号  全文使用 ( )RB x 记为以 x为中心, R为

半径的开球, 也写 (0)R RB B . C记为与 , ,u v  和
z 无关的一般正常数 , 这里 ( ), ( ),u u x v v x     

( )x , ( )z z x . 

2 定理 1的证明 

记 
2

2 2
: 2 , : ,
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N N
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2 2

: 2 , : ,
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N N
n          
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定义变量替换 ( ) ( )x x u x
  及 ( ) ( )z x x v x

 , 则

代入系统(1)式可得: 

2
div( )

l
u u x D x

x

    , 

2
div( )

n
v v x Dz x

x

    . 

联合系统(1)式意味着: 
1

1
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p

q

x D x z z
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
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 (4) 

其中, p      , q      . 则可发现

上面变化过程为可逆, 因此系统(1)式和加权椭圆

系统(4)式是等价的. 

全文选择一个具有 0 min{ 1, 1}k p q    关

系的常数 k 和具有 0 1≤ ≤ 关系的测试函数    
1
0 ( )NC R ,  

1, ,
( )
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x R
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x R
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如果

如果
和 | |

C
D

R
  . 

用 k  乘以系统(4)式的第 1 个方程, 并分部

积分可得: 
2 1d d
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p k k

R R
x z x k x D x
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R
x D D x
   . (5) 

对(5)式的第 2项应用 Cauchy不等式, 可得: 
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且联合(5)式产生 
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R
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类似于上面的讨论可得: 
2 1d d
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N
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R
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用乘以系统(4)式, 分部积分和应用 Hölder

不等式可得: 

d d
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p

R R
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因此, 从(6)式和(7)式意味着 

 
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k

R
x D x
     , (8) 
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对(8)式右边第 1项使用 Hölder不等式导致 
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类似可得: 
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现在将以上 2个不等式代入(8)式, 则 

 
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d d
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其中, 
1 1 1

1 d
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2 2 2
2 d

N

a b c

R
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采用以上同样的计算方式, 可发现 
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则把以上 2个不等式代入(9)式, 可得: 

 
1

d d
N N

q p p

R R
x x C x z x

     ≤  

1 1

2 2
3 4

p k p k

p pM M
   

, (11) 

其中, 
1 1 1

3 d
N

r s t

R
M x D x   , 

2 2 2
4 d

N

r s t

R
M x D x   . 

联合(10)式和(11)式可发现 

 
11

2
1d d

N N

q k
p p qpq

R R
x z x C x z x M

  
 

 ≤  

1 1 1

2 2 2
2 3 4

q k p k p k

q pq pqM M M
     

≤  
( 1) ( 1) 1 1

2( 1) 2( 1) 2( 1) 2( 1)
1 2 3 4 .

p q k p q k p k p k

pq pq pq pqCM M M M
       
     (12) 

1 1

2( 1) 2( 1)
1 2d

N

q k q k
q pq pq

R
x x CM M

  
   

   ≤  

( 1) ( 1)

2( 1) 2( 1)
3 4

q p k q p k

pq pqM M
   
  . (13) 

因此从(12)式和(13)式可得: 

1 1 2 2

( 1) ( 1)

2( 1) 2( 1)d ( ) ( )
N

p q k p q k
N a b N a bp pq pq

R
x z x C R R
 

   
      ≤  

1 1 2 2

1 1

2( 1) 2( 1)( ) ( ) ,
p k p k

N r s N r spq pqR R
   

      

1 1 2 2

1 1

2( 1) 2( 1)d ( ) ( )
N

q k q k
N a b N a bq pq pq

R
x x C R R

  
   

      ≤  

1 1 2 2

( 1) ( 1)

2( 1) 2( 1)( ) ( ) .
q p k q p k

N r s N r spq pqR R
   

      

直接计算上面不等式的指数可得: 

( 1) ( 1) 1 1

2( 1) 2( 1) 2( 1) 2( 1)

p q k p q k p k p k
N

pq pq pq pq

        
        

 

1 1 2 2

( 1) ( 1)
( ) ( )

2( 1) 2( 1)

p q k p q k
a b a b

pq pq

   
   

 
 

1 1 2 2

1 1
( ) ( )

2( 1) 2( 1)

p k p k
r s r s

pq pq

   
   

 
 

2
2 2 2 2

.
2 2 1

N N p p
l

pq

           
 

这意味着 
2

N

2 2 2 2

2 2 1

R
d

N N p p
l

pqpx z x CR
 

 
           ≤ . 

类似于以上计算, 可得: 
2

2 2 2 2

2 2 1d
N

N N q q
n

pqq

R
x x CR

 
  

           ≤ . 

如果条件(2)成立, 则当 R 时, 可得: 

d 0
R

p

B
x z x

  ,  

即 0z  . 由(4)式表明 0  , 因此由解的连续性和

系统(1)与系统(4)的等价性容易推出 0u v  . 类

似地, 如果条件(3)式成立, 则可以得到同样的结

果. 

注 2  定理 1的证明方法同样适用于下面系统 

1

2

1

2

( ) ,

( ) ,

p

N

q

l
u u f x v v

x
x R

n
v v g x u u

x





  
 
  


.  

其中 , 当 x 时 , ( )f x ~ x

和 ( )g x ~ x


, 而

, , , , ,p q l n  与定理 1相同. 如果条件(2)式和(3)式

之一成立, 则 0u v  . 
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Liouville-type theorem of entire solutions for nonlinear Schrödinger system 

WU Qian-qiu, JI Ting, HU Liang-gen* 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo, 315211, China ) 

Abstract: We take Hardy potential into consideration for the nonlinear Schrödinger system. Based on a 
combination of the variable substitutions transformations, the test function and the integral estimate, we 
complete the proof of Liouville-type theorem with the nonnegative classical entire solutions. 
Key words: Schrödinger system; Liouville-type theorem; variable substitution; test function 
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