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有限域上一类非零迹多项式的计数公式 
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摘要: 设 为 q元有限域. 上 n次多项式 f(x)的迹定义为q q -1nx 的系数. 本文利用 中多项式的

普通分解与其线性 q-相伴式的符号分解之间的关系, 研究了 上非零迹多项式并得到了一类非

零迹多项式的计数公式. 
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设 是含 q 个元素的有限域, 其中q lq p , 

q

-1n

p

为素数, l是一个正整数. 用 表示 中

非零元素构成的乘法群, 为 的 m次扩张. 众

所周知, 有限域上的多项式在密码、编码及组合设

计等领域都具有重要应用, 人们对其周期、因式分

解及特殊多项式的寻找与判定等问题进行了大量

的研究[1-7]. 上 n次多项式 f(x)的迹定义为

* \ {0}q q 
m qq



q x 的

系数. 设 , 用 表示 上迹为* q ( , )q qN n  的 n

次首一不可约多项式的个数. Ruskey等[8]通过广义

的Möbius反演公式得到了 的表达式, 即 ( , )N n q

/

| , /|

1
( , ) ( ) n d

d n p d

N n q d q
qn   , (1) 

其中 ( )d 是 Möbius 函数, 定义为 ( ) 1d 
) 1

若 d 无

平方因子且有偶数个素因子, (d  
0

若 d 无平

方因子且有奇数个素因子, ( )d  若 d 有平方素

因子. Carlitz[9]和 Yucas[10]分别用不同方法得到形

式不同但本质上等价于(1)式的表达式. 我们发现, 

有限域上线性化多项式的符号分解在研究非零迹

多项式中发挥着独特的作用. 熟知, 由于多项式的

系数与其根有着密切的关系, 因而线性化多项式

的符号分解亦适用于研究对根有特殊限制的多项

式. 我们[11]利用这一方法对有限域上正规多项式

(一类重要不可约多项式, 其根构成正规基)给出了

新的刻画. 本文将利用线性化多项式的符号分解, 

对 上限定其根所在子域且非零迹的多项式做进

一步的研究并得到相关的计数公式(见定理 1). 

q

1 预备知识 

首先简要介绍有关线性化多项式及其符号乘

积的基本知识, 更多详情参见文献[1,12-15]. 

定义 1  若 , 则称之

为 上的线性化多项式(或 q-多项式).  
0
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两个线性化多项式的普通乘积未必仍是线性

化多项式. 设 , , 定义符号乘积 1( )L x 2 ( ) [ ] mq
L x x

1 2 1 2( ) ( ) ( ( )).L x L x L L x   (2) 

显见 是一个线性化多项式. 

的 次符号幂简记为
1 2( ) ( )L x L x ( )L x

m ( ) mL x  .  

定义 2  设 和 是 上的 2个 q-多项

式, 如果对于 上某个 q-多项式 有
1( )L x

q
2 ( )L x q

( )L x 2 ( )L x   

, 则称 符号整除 (或

被 符号整除). 
1( ) ( )L x L x

1( )L x
1( )L x 2 ( )L x 2 ( )L x

类似地, 可以定义符号因子(或 q-因子), 符号

互素(或 q-互素)与符号不可约多项式(或 q-不可约

多项式)等概念. 称 上的多项式

与 互为 q-相伴; 特别地, 称 x

)x 的线性 q-相伴式

mq


. 
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引理 1  设 与 分别是 上 和

的线性 q-相伴式. 则下列条件等价: (i) 

符号整除 ; (ii) 整除 . 

1( )L x

1l

2 ( )L x

)x 2

q 1( )l x

1L x2 ( )l x ( )

2 ( )L x ( ( )l x

更一般地, 假设 与 互为 q-相伴, 若 ( )l x ( )L x
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其中 为 上两两符号互素的线性

化多项式, 则有 

( )( 1, , )iL x i m  q
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其中 是 的线性 q-相伴式且 两两互素. 

反之, 若已知形如(4)式的 的普通分解, 也能得

到形如(3)式的 的符号分解. 

( )iL x ( )il x

(L x

( )il x

( )l x

)

为方便计, 以下总是假设 , 其中 . 

令 为 n 的不同素因子的集合 , 

kn mp /|p m

1( ) { , , }rn p p A

( )  为欧拉函数. 对于正整数 d, 令 d 表示 d 次本

原单位根, 
1 ,( ,i d i d

x
)=1

( )i
d d( ) x 

≤≤


( )d

表示次数为

 的 次分圆多项式, d (d )x 为 (d )x 的线性 q-

相伴式.  

引理 2[5]   
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由引理 1和引理 2可得 

引理 3[5]  . 
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对于 , 则有 ( )ip A
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证明  由(5)式易得 1 ( 1) ( 1)
k kn m px x x    

1k k k

  

1 | 1 |
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    , 从而 

由引理 3可得(6)式. 类似可以得到(7)~(9)式. 

引理 5  假设集合
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证明  设
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, 因而 的次数为( )H x

|
1 1

( )n
d

p pj j j jt t

nd
p p
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. 由此可知, 有( )H x 1j jt
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p p
q



个单根, 即(10)式得证. 注意到 , 对集

合

1k kp  1p 

( )j
j J

A A

  运用类似的方法可得到(11)式. 

2 主要结论 

定理1  设n=mpk, 其中 , . 令 (n)= /|p m 1m  A

1{ , , }rp p p 为 的不同素因子集合, 则 上非

零迹且根不在除了 之外的 的任意真子域

的 n次首一多项式的个数为
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证明  已知 , 其中 . 只考虑

的情形 , 其他情形的证明与之类似 . 记
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由上讨论可知 , 上非零迹且根不在除了

之外的 的任意真子域的 次首一多项式

的个数为: 
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定理 1得证. 

推论1  设 , , 其中*  q kn mp /| , 1p m m  . 

令 为 的不同素因子的集合. 

则下面的组合不等式成立:  
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Counting formula for a class of polynomials with nonzero traces in finite fields 

GAO Wei, HUANG Hua, CAO Wei* 
( Faculty of Science,  Ningbo University,  Ningbo 315211,  China ) 

Abstract: Let  be the finite fields of q elements, and the trace of a degree n polynomial f(x) over  is 
defined to be the coefficient of 

q q
-1nx .Using the relationship between the ordinary factorization of a given poly- 

nomial and the symbolic factorization of its linearized q-associate, the polynomials with nonzero traces over  

is investigated and the counting formula is thus obtained for a class of polynomials with nonzero traces over . 
q

q
Key words: finite field; irreducible polynomial; linearized polynomial; symbolic factorization  

（责任编辑  韩  超） 


