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基于 KL散度的岩土参数可信度贝叶斯估计 

黄则浩, 郑荣跃*, 刘干斌 
（宁波大学 岩土工程研究所, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 鉴于先验信息与样本信息的不匹配, 会导致岩土参数的贝叶斯估计结果与实际产生偏差. 

为解决该问题, 本文引入可信度贝叶斯估计的概念, 并结合相容性检验, 改进了基于 KL 散度的

经典可信度计算公式. 最后, 以宁波地区典型土层的地基承载力为例, 对比改进可信度贝叶斯、

经典可信度贝叶斯和经典贝叶斯的估计结果. 结果表明: 改进可信度贝叶斯方法能在充分利用

先验信息的前提下, 提高样本信息在参数估计中的计算权重, 同时也避免了不匹配问题所导致

的贝叶斯计算误差.  
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在岩土工程的设计和分析中, 经常出现的不

确定因素主要分为两类: (1)计算模型的不确定性; 

(2)模型中计算参数的不确定性[1]. 为了解决这两

类不确定因素, 在岩土工程界已经有大量的研究

引入了贝叶斯理论, 并且证明了贝叶斯理论在处

理不确定因素时的优越性[2-4]. 但是由于岩土体的

形成条件和赋存环境差别很大, 同类或类似岩土

的某一性质有较大差异[5], 可能会使先验信息和样

本信息不匹配, 从而引起后验分布与实际情况产

生误差, 进而导致贝叶斯估计岩土参数结果的不

可信. 先验信息和样本信息不匹配的问题并不仅

仅存在于岩土工程领域; 在军工试验和航天器模

拟领域, 邓海军等[6]通过引入可信度贝叶斯的概念

来解决该问题, 通过统计学假设检验中二类错误

理论来推导正态分布下先验信息和样本信息的相

容性, 并得到了先验信息可信度的计算公式.  

为了得到可靠的可信度计算公式, 并将其融

入到贝叶斯估计结果中, 以得到更加合理的后验

分布, 本文先采用了正态分布的可信度贝叶斯估

计方法, 再利用 KL散度表示先验信息与样本信息

的分布差异, 建立基于 KL散度、相容性检验和样

本数目的可信度计算公式, 然后将可信度引入到

贝叶斯估计中. 最后以宁波市典型土层的地基承

载力分布参数为例, 来表明本文所述方法的有效

性和实用性.  

1 正态分布的可信度贝叶斯估计 

1.1  可信度与贝叶斯理论融合原则 
将可信度与贝叶斯理论融合时, 需要满足以

下性质[7-8]:  

(1)可信度 c需满足 0 1c≤ ≤ ;  

(2)可信度越高, 先验信息在贝叶斯估计中的

作用越大;  

(3)当 =0c 时, 可信度贝叶斯估计等价于无信

息先验分布; 而当 1c  时, 则与经典贝叶斯方法一

致.  

1.2  可信度贝叶斯模型 
在得到可信度贝叶斯的性质后, 对可信度贝

叶斯模型进行定义[6]:   
( , ) ( )

( )
( , ) ( )d

c
c

c

f x
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式中, ( )c  为可信度修正后的先验分布; ( , )f x    
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1 2( , , , , )nf x x x  表示在获得试验数据 1 2, , ,X X   

nX 后, 所构建联合概率密度函数, 而 1 2, , , nx x x
为其观测值.  

可信度贝叶斯分析难点是如何在贝叶斯估计

中考虑可信度 c . 邓海军等在飞行试验仿真领域中

提出了适用于正态分布的可信度模型, 并证明了

该模型的适用性和实用性[6]. 在岩土工程中, 正态

分布和对数正态分布已被证明能很好地用来描述

大部分岩土参数的分布情况[9]. 因此用该模型对岩

土参数进行可信度贝叶斯估计是合理的.  

在该模型中, 可信度先验分布 ( ) ( )c
c    . 

当 0c  时, ( ) 1c   , /n c  , 先验分布趋向

于无信息先验; 而当 1c  时, 分析结果与经典贝叶

斯一致, 符合可信度贝叶斯的性质.  

对该模型下正态分布的后验分布进行推导 . 

某岩土参数的先验分布为正态分布 2( )~ ( , )N    , 

其可信度先验分布的密度函数为: 

2 2
2
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. (2) 

现场试验得到样本 1 2( , , )nX x x x  , 均值为

x , 方差为 2S , 总体分布为正态分布 2
0~ ( , )X N   , 

其中, 2
0 已知, 对参数 进行贝叶斯估计, 则样本

的似然函数为: 
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根据贝叶斯理论,  的后验密度函数为: 
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 (4) 

所以 , ( )X  仍为正态分布 , 分布参数为
2

1 1( , )  , 其中, 
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由(5)、(6)式可知先验信息越不可靠, 即可信度

越低, 可信度贝叶斯估计结果就越趋向于样本分

布, 先验信息在后验分布计算中起的作用越小.  

经典贝叶斯估计结果如下[10]:  
2 2
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在得到参数 的后验分布后, 可预测样本的

总体分布为 2 2
1 0 1~ ( , )N    .  

对比经典贝叶斯方法和可信度贝叶斯方法 , 

可知在先验信息可信度为 的条件下, 可信度贝

叶斯估计结果参数近似相当于现场试验次数增大

至 /n  , 增加了样本信息的计算权重. 由于经典

贝叶斯估计中先验信息的权重等价于样本信息, 

若先验信息与样本信息的偏差过大, 则参数估计

结果就会偏离实际情况. 考虑到先验信息的可信

度, 则既可以充分利用先验信息, 又可以提升计算

中样本信息的权重; 且在此基础上扩大了方差的

值, 得到了更为安全的结果. 可见可信度贝叶斯分

析方法中是有积极意义的.  

2 基于 KL散度的可信度计算 

2.1  相容性检验 
以样本信息作为比较标准, 将先验信息与其

进行比较, 判定两者是否相一致(相容). 当某岩土

参数服从正态分布时, 一致性检验问题可转化为

期望值相等性检验. 引入统计假设 0H : 先验信息

与样本信息属于同一总体. 在正态假定下, 先验信

息总体均值期望值与样本信息总体均值相同. 在

统计充分的假设下, 先验分布为 2
1 *~ ( , / )F N m  , 

样本分布为 2
2 *~ ( , / )G N n  , 其中, * 为先验分

布的标准差. 那么, 用以下统计假设问题来代替相

容性检验: 0 1 2: 0H    , 接受两者相容; 1 :H  

1 2 0   , 拒绝两者相容.  

根据已给定统计学假设检验中给定犯 I类错误

的概率, 也就是检验水平 , 则当 

1 2 * 2

1 1

n m       ≤ , (9) 
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成立时, 接受 0H 假设. 其中, 2 为标准正态分

布分位数, 查表可得.  

在工程实践中, 当 1 2 0   ≥ 时, 先验信

息和样本信息的总体分布有显著差异, 其中,  是
根据具体问题给定的两均值差异的容许限. 则考

虑容许限时检验中犯Ⅱ类错误的概率  为:  
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将可信度定义为 0 0( accept )P H H . 根据贝叶

斯公式,  
0 0 0 0 0( accept ) ( ( ) (accept )) /c P H H P H P H H   

 0 0 0( ( ) (accept )P H P H H   

1 0 0( ) (accept ))P H P H H   

1 0

1

1 ( ( ) ) / ( ( )(1 ))P H P H  
. (11) 

但该方法存在缺陷. 当无先验信息可用时, 假

设 0( ) 1/ 2P H  , 一般取   , 则 1c   , 这与

可信度贝叶斯分析中无先验信息时等价于 0c  明

显不相符.  

2.2  基于 KL散度的分布差异计算公式 
由于相容性检验计算可信度有不足之处, 因

此可用概率分布差异来计算不匹配程度. KL 散度

(Kullback-Leibler Divergence)又被称为相对熵或信

息散度, 被广泛地用来描述 2 个概率分布差异[11]. 

其物理意义是值在相同事件空间内 , 概率分布

( )f x 对应的每个事件, 若用概率分布 ( )g x 编码时, 

则是平均每个基本事件(符号)编码长度增加了多

少比特. 在贝叶斯统计中, KL 散度既可以被用来

确定先验信息和样本信息之间的偏差, 也可以用

来确定先验分布与后验分布或不同后验分布之间

的分布差异[12].  

假设 ( )f x 和 ( )g x 为 2个概率密度函数, 则 ( )f x

对 ( )g x 的 KL散度为: 

( )
KL( ) ( ) log d

( )

f x
f g f x x

g x





  . (12) 

KL 散度具不对称性, 即KL( ) KL( )f g g f , 

无法描述 ( )f x 和 ( )g x 相互的分布差异, 因此用分

布差异指标将 KL散度对称化:  

( , ) KL( )+KL( )D f g f g g f   

( )
( ( ) ( )) log d

( )

f x
f x g x x

g x





 , (13) 

式中 , ( , )D f g 表示分布差异指标 , 且当 ( )f x   

( )g x 时 , ( , ) 0D f g  , 这种情况属于理想状态 . 

( )f x 和 ( )g x 分布差异越大, ( , )D f g 的值就越大.  

当样本数目较少时, 无法准确地分析 ( )f x 和

( )g x 的分布密度函数表达形式. 因此为了简便和

有效, 规定当样本数小于某数时, 用离散化的频数

分布 p和 q代替连续密度函数 ( )f x 和 ( )g x , 则分

布差异指标变为: 

1

( , ) ( ) log
n

i
i i

i i

p
D p q p q

q

  . (14) 

如果 ( , )D p q 的值越大, 那么 2 个分布的差异

越大. 由于 ( , )D p q 的值随着离散精度的变化而变

化, 所以合理科学地选择离散区间, 且离散区间的

划分需要满足任意的 ,i ip q 值不等于0. 采用的离散

方法如下: (1)已知样本信息 1 2( , , , )mA a a a , 将其

从小到大排列成数组 1 2( , , )nB b b b , 将大小相同的

数支取 1次, n m≤ ; (2)令 1( ,i iq q b   ]ib , 表示第

i区间上的频数等于 A 落入右闭合区间 1( , ]i ib b 中

的频数; (3) ip 的值等于先验信息的概率密度函数

在 1( , )ib b 上的积分.  

2.3  结合相容性检验的可信度计算公式 
在已有研究中, 根据 KL散度设计的可信度指

标的计算公式为[13]:  
1

( )
1

h D
D

  


, (15) 

式中, D根据需求既可用(13)式也可由(14)式计算

得到.  

但(12)式存在缺陷, 即当先验与样本信息拒绝

属于同一分布时, 仍然具有可信度. 其验证如下.  

假设先验信息和样本信息为正态分布, (13)式

可简化为[11]: 
2 2

1 2 1 2
2 2
* *

( ) ( )1
1,

2 / /

n m
D

m n m n

   
 

  
     
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则 
2 2

1 2 *

1
= 2 2

m n
D

mn m n
  
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       

. (17) 

将上述公式代入到相容性检验公式中, 得到: 

/2 /2

2 2 2 2( )( +1)+2
1

2

m n mn
D

mn
 
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≤ . (18) 
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当m n 时, 
/2

22D


≤ . 取检验水平 0.1  时, 

可得 /2 1.6449  , 则当 5.411D  时, 拒绝假设先

验信息与样本信息为同一分布, 即可信度 为 0. 

但是根据(15)式, 5.411D  时, 可信度为 0.156 0. 

因此, (15)式的可信度计算公式有缺陷. 为解决该

问题, 设计如下新的可信度计算公式:  

( ) Dh D e   . (19) 

(19)式满足了可信度的基本性质 , 且当 D   

5.411,   0.00447, 接近于 0. (19)式和(15)式的函

数曲线如图 1所示, 从中可以看出, (19)式比(15)式

更容易收敛, 且计算结果小于(15)式, 因此在实际

应用中更为安全可靠.  

 
图 1  可信度与分布差异关系曲线 

在大子样情况下, 该方法计算所得的可信度

比较可靠; 但在小子样情况下, 由于样本抽样存在

随机性, 样本分布与整体分布很可能存在较大的

差异. 即使是源于同个分布, 不同样本数据描述的

分布差异将大相径庭, 导致可信度的可靠程度大

打折扣. 而且用离散频率代替概率时, ( , )D p q 的

大小受到离散精度的影响. 因此, 可信度 的计算
需要考虑到样本数目. 样本数目越大, 样本分布就

越接近于总体分布, 分布差异指标计算结果就越

可靠. 因此, 引入样本数目修正系数  对 ( , )D p q

进行修正.  的性质如下: (1)当样本数 0n n 时, 

1  ; (2) 0 1≤ ≤ .  

根据  的性质,  的计算公式设计为:  

( ) 1 ni n e     , (20) 

式中, n表示样本的统计数目;  表示为修正系数.  

根据小样本理论, 样本数目<30 时, 视为小样

本, 故合理假设: 当 30n≥ 时, 1  . 又因为函数

1 xe 的值在 10x≥ 时, 近似等于 1, 所以(12)式可

表示如下: 
/3( ) 1 ni n e    . (21) 

鉴于样本数过小, 会导致 ( )f x 和 ( )g x 之间分

布差异既可能增加, 也可能减小. 安全保守起见, 

假设样本数目过小只会导致分布差异减小, 则修

正后的可信度计算公式如下:  
1 2/( )( ) Dc h D e    , (22) 

式中, 1 和 2 分别表示频数分布 p和 q的样本数

目修正系数.  

3 算例 

为验证可信度贝叶斯估计的可靠性和实用性, 

以地基承载力分布参数估计为例, 用经验公式将

静力触探试验(CPT)数据换算成地基承载力, 是在

工程设计中较为可靠实际的方法. 将已有宁波市

典型土层地基承载力研究资料作为先验信息 [14], 

合理假设所有土层地基承载力为正态分布, 并以

宁波市轨道交通 3号线对应典型土层的地基承载力

作为总体信息, 然后随机选取总体信息中的 60%

作为样本信息, 进行贝叶斯估计. 其先验信息、总

体信息和样本信息数据均列于表 1.  

对这些土层的地基承载力参数依次进行经典

贝叶斯估计、基于(15)式的经典可信度贝叶斯估计

和基于(22)式的改进可信度贝叶斯估计, 将计算结

果中的均值与真实分布均值对比, 进行最优选择, 

并列于表 2.  

结合表 1 和表 2 可以看出, 算例中的 12 层土

有 7 层的改进可信度贝叶斯结果最接近实际分布, 

取得了较好的预测结果. 当先验信息和样本信息

分布差异巨大(⑤1 层黏土)时, 经典可信度贝叶斯

估计仍有计算结果. 但是结合相容性检验的改进

可信度贝叶斯拒绝进行⑤1 层黏土参数估计, 能有

效地防止贝叶斯方法的错误使用. 

4 结论 

基于KL散度的可信度贝叶斯方法已经被广泛

应用到军工武器的仿真试验中, 该方法能在充分

合理利用先验信息的基础上, 提高计算结果中样

本信息的权重, 能有效地防止估计结果因先验信

息与样本信息偏差过大而偏离实际, 降低了用贝

叶斯方法指导实际工程的风险. 本文在已有研究
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的基础上, 用相容性检验改进了可信度的计算公

式, 避免了当先验信息与样本信息不相容时, 计算

结果仍然存在的情况.  
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Credibility Bayesian estimation of geotechnical parameters  
based on KL divergence 

HUANG Ze-hao, ZHENG Rong-yue*, LIU Gan-bin 
( Institute of Geotechnical Engineering, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: The mismatch between prior information and sample information will lead to deviations between the 
Bayesian estimation results and the actual results of geotechnical parameters. To address this problem, this paper 
introduces the concept of credibility Bayesian estimation. The consistency test is then employed to improve the 
classical credibility calculation equation based on KL divergence. Finally, taking the foundation bearing capacity 
of the typical soil layer in Ningbo as an example, the estimation results of the improved credibility Bayesian, 
classical credibility Bayesian and classical Bayesian are compared. The research result shows that the improved 
credibility Bayesian method can improve the weight of the sample information in the parameter estimation with 
full usage of prior information, and avoid the Bayesian calculation error caused by the mismatch problem. 
Key words: consistency test; Bayesian parameter estimation; KL divergence; credibility; foundation bearing 
capacity 
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