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设备故障条件下生产计划的鲁棒性分析 
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摘要: 以有限产能批量问题为背景, 假定生产过程受到泊松分布的设备故障影响, 引入与故障相

关的鲁棒性约束, 并建立生产计划决策的模型. 首先将这一随机规划问题转换为确定性模型, 然

后用优化软件 Lingo求解. 算例结果表明, 基于故障期望的计划模型中各个周期满足产能约束的

一致性较差, 而新模型能达到较高的鲁棒性水平, 对应的生产成本会有一定程度的上升, 而随着

鲁棒性水平的降低, 生产成本呈阶段性下降趋势, 并与基于故障期望的模型趋近; 同时发现与后

者相比, 新模型在增加有限的生产成本(高约 1.0％)条件下, 可以获得较高(85％)的鲁棒性水平.  
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近年来, 故障条件下生产计划问题的研究受

到越来越多学者的重视[1]. Weinstein 等[2]在分层框

架下研究了在生产计划过程中考虑维护和故障因

素的影响作用. Aghezzaf 等[3]以成本最小化为导向,

建立了单机环境下周期性维护和生产批量计划集

成优化模型. Nijid 等[4]对小修和预防性维护的关

系进行了深入研究, 并在联合模型中考虑了缺货

成本. Fitouhi 等[5]在文献[3]的基础上建立了故障

条件下非周期的设备预防性维护与生产计划的整

合模型. 张岳君等[6]提出了一种基于设备运行的预

防性维护与生产批量的联合决策模型, 且允许在

同一生产周期内进行多次预防性维护作业. 张博

文等[7]基于系统可靠性, 将问题由单设备扩展到并

行机系统. 胡家文等[8]考虑设备运行负荷以生产批

量转换时刻为预防维护契机, 提出了基于当前生

产计划和成本变动模型的动态预防维护策略. 文

献[9-11]基于加工失效假设建立了生产与维护集成

计划模型. 上述文献在建模故障对生产计划的影

响时主要以故障期望的形式体现, 不能涵盖各个

生产周期实际的故障发生情境, 降低了生产计划

在执行过程的可行性.  

为了提升生产计划在不确定环境下的可行性, 

不少文献[12-17]采用鲁棒性的建模方法. Leung等[12]

提出了一种用于在不确定环境下总生产计划的鲁

棒优化模型. Wu[13]应用鲁棒优化方法解决了需求

不确定, 配额成本波动的全球供应链管理生产计

划问题. Leung等[14]提出了一种多站点生产计划问

题的鲁棒优化模型. Zanjani 等[15]应用鲁棒优化方

法解决了产量不确定的多周期生产计划问题 . 

Zanjani 等[16]提出了一种随机规划方法来解决需求

和产量不确定条件下的有限产能批量问题. 目前

只有 Nourelfath[17]研究了故障条件下的生产计划鲁

棒性问题, 目的是满足各个周期设定的服务水平.  

本文提出故障条件下考虑鲁棒性约束的生产

计划建模方法. 生产计划的鲁棒性水平是保证计

划顺利完成的关键指标之一, 文献[17]虽兼顾了计

划的鲁棒性, 但在建模故障对生产计划影响时采

用连续形式. 本文通过引入生产计划的鲁棒性约

束, 控制计划实施过程中违反产能约束的概率, 制

定生产成本最小化的作业安排, 以期提高计划在

执行过程中的可行性.  

1 故障条件下 2种生产计划的建模方法 

生产计划以有限产能批量问题 (Capacitated 
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Lot-sizing Problem, CLSP)为基础, 这里分别提出

考虑鲁棒性约束与基于故障期望的生产计划建模

方法, 两者在产能约束的构建理念上存在差别.  

1.1 考虑鲁棒性约束的生产计划建模 

考虑某一单设备生产系统需在给定的范围 H

内(包括 T个生产周期)安排 N种产品的批量, 设备

在每个周期的最大产能为 kmax. 对于产品 i在周期 t

内单位加工时间为 ai, 需求量为 dit, 每个周期内可

生产 1种或多种产品. 生产周期内产品需求由该产

品的产量以及库存来满足, 需求不能满足时则将

出现产品延期. 设备开机、产品生产、库存及延期

生产的单位成本分别为 sit、cit、hit和 bit, 对应的决

策变量为 yit、xit、Iit和 Bit. 

设备经一定时间运行后, 在疲劳、磨损和冲击

等因素影响下会发生故障. 假设设备的劣化和实

际加工时间相关, 非生产时间不受影响, 在一个周

期内设备发生的故障次数服从泊松分布, 故障发

生率为 λ, 发生故障后立刻进行小修, 故障维修的

停机时间为 tcm. 
 生产计划的鲁棒性是指在不同故障情境下整

个计划依然能稳定执行的能力, 本质是要求控制

违反产能约束的概率, 因此这里设定各个周期满

足产能约束的概率 βt 大于鲁棒水平 β*
t. 上述模型

的目标是最小化生产成本, 可表示为:  
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模型的目标函数式(1)是在满足鲁棒性约束前

提下最小化生产总成本; 式(2)是不同生产周期的

物料平衡表达式; 式(3)为给定故障次数 mt条件下, 

生产周期满足产能约束的概率; 式(4)要求满足产

能约束的概率大于鲁棒性水平 βt
*; 式(5)判断不同

产品批量的设备准备操作与产量的一致性; 式(6)

和式(7)是对变量取值的约束.  

1.2 基于故障期望的生产计划模型 

基于故障期望的生产计划模型需要将故障停

机的期望值引入产能约束. 周期 t 内设备运行时间

为
1
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 , 将这一故障停机影响引

入原先产能约束后获得:  
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基于故障期望的生产计划模型, 只需用式(8)

替代上述模型中式(3)和式(4)即可.  

2 模型求解 

将所建立的考虑鲁棒性约束的生产计划模型

记为 M-R, 基于故障期望的生产计划模型记为

M-E. 基于故障概率的分布特点, M-E 为线性规划

模型, 可以直接采用优化软件 Lingo求解.  

M-R 中生产周期内设备允许故障发生次数 mt

由鲁棒性约束确定, 发生 mt次故障的概率为:  
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考虑鲁棒性约束的 M-R 模型为机会约束规划

问题, 模型求解分 2个步骤: (1)将随机规划模型转

换成确定性模型; (2)进行求解. 在周期 t 生产过程

中, 不同的故障次数对应不同的产能约束:  
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在采用枚举方法计算获得 k 后, 可用式(10)替

代原先的鲁棒性约束, 从而将原模型转化为确定

性模型, 并进一步用 Lingo求解.  

3 算例分析 

3.1 算例 

假设需在 8个生产周期内决策 2种产品的生产

计划. 采用无量纲形式的单位加工时间和生产成

本(表 1), 与文献[3]算例中的参数一致, 生产周期

内的最大产能 kmax=50, 计划的鲁棒性水平为

βt
*=95％. 设备故障过程服从泊松分布[18], 其中故

障率为 λ=0.05[19], 设备故障维护时间为 tcm=4.5[6].  

表 1  生产时间和生产相关成本参数 

产品 ai sit cit hit dit

产品 1 1 1 000 90 40 240 

产品 2 1 1 000 90 40 240 

表 2 列出了各个生产周期的产品需求, 其中 2

种产品的需求数量均服从 U [10, 20]. 进一步给出

了 M-R 模型的计算结果, M-R 模型的总生产成本

TPC=39 340, 比 M-E 高出 11.1％, 这一成本差异主

要由M-R模型中的鲁棒性约束引起.  

表 2  产品需求及模型计算结果 

参数 产品 
周期 

1 2 3 4 5 6 7 8

dit  产品 1 11 17 17 10 11 17 16 15

产品 2 16 17 19 10 18 15 12 17

sit  产品 1 1 1 1 1 1 1 1 1

产品 2 1 1 1 1 1 1 1 1

xit  产品 1 11 17 11 16 11 17 16 15

产品 2 16 15 21 10 18 15 12 17

Iit  产品 1 0 0 0 0 0 0 0 0

产品 2 0 0 0 0 0 0 0 0

bit  产品 1 0 0 6 0 0 0 0 0

产品 2 0 2 0 0 0 0 0 0

表 3对比了由 2个模型计算获得的各周期实际

生产时间. 表 4在此基础上给出了 2个生产计划模

型在各个周期发生不同故障次数的概率以及满足

产能约束的概率, 其中带下划线的数据为对应故

障次数不能满足产能约束时的发生概率. 随着故

障次数情境的增加, 2 个模型的故障发生概率逐渐

降低, 当故障次数超过产能约束限定值时会导致

计划不可行. 

表 3  2种模型各周期实际生产时间 

模型 
周期 

1 2 3 4 5 6 7 8 

M-E 27 40 40 21 33 33 29 15

M-R 27 32 32 26 29 32 28 32

表 4  2种模型各周期发生不同故障次数的概率 

               以及满足产能约束的概率         % 

故障

次数
模型

周期 

1 2 3 4 5 6 7 8 

0 M-E 22.70 11.10 11.10 31.50 16.30 16.30 20.30 43.80

M-R 22.70 17.20 17.20 24.00 20.30 17.20 21.40 17.20

1 M-E 33.60 24.40 24.40 36.40 29.60 29.60 32.40 36.20

M-R 33.60 30.30 30.30 34.20 32.40 30.30 33.00 30.30

2 M-E 25.00 26.80 26.80 21.00 26.80 26.80 25.80 14.90

M-R 25.00 26.60 26.60 24.50 25.80 26.60 25.40 26.60

3 M-E 12.40 19.70 19.70 8.10 16.20 16.20 13.70 4.10

M-R 12.40 15.60 15.60 11.70 13.70 15.60 13.00 15.60

4 M-E 4.60 10.80 10.80 2.30 7.40 7.40 5.50 0.80

M-R 4.60 6.90 6.90 4.20 5.50 6.90 5.00 6.90

5 M-E 1.40 4.80 4.80 0.50 2.70 2.70 1.70 0.10

M-R 1.40 2.40 2.40 1.20 1.70 2.40 1.50 2.40

6 M-E 0.30 1.70 1.70 0.10 0.80 0.80 0.50 0.02

M-R 0.30 0.70 0.70 0.30 0.50 0.70 0.40 0.70

7 M-E 0.07 0.50 0.50 0.02 0.20 0.20 0.10 0.00

M-R 0.08 0.20 0.20 0.06 0.10 0.20 0.09 0.20

βt M-E 99.70 62.30 62.30 99.90 88.90 88.90 97.70 99.90

M-R 99.70 96.60 96.60 99.80 97.70 96.60 97.80 96.60

在第 2个和第 3个周期中, 故障次数超过 2次

时M-E不能满足产能约束, 而在第8个周期模型允

许发生 7次故障, M-E满足产能约束的一致性较差. 

在M-R中各个周期允许的故障次数至少为 4次, 在

生产过程中面对随机故障计划具有更高的可行性. 

图 1进一步展示了表 4中 2种模型各个周期满

足产能约束的概率变化趋势, 并与设定的鲁棒性

水平 βt
*对比. M-E中, 存在 4个周期满足产能约束

的概率 βt 在设定的鲁棒性水平 βt
*之上, 其余周期

均在 βt
*之下, 且最大值与最小值相差 37.6％. 这是

由于 M-E 没有对 βt的冗余空间进行约束, 使得在

生产过程中满足产能约束的概率 βt波动幅度较大. 
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M-R中, 各个周期的βt值都超过了给定的鲁棒性水

平, 且波动幅度很小, 这是因为模型中的鲁棒性约

束使得 βt的冗余空间减少.  

 

图 1  2种模型各个周期满足产能约束的概率 

3.2 不同 βt
*条件下的生产成本 

为体现鲁棒性水平 βt
*对生产成本造成的影响,

对 βt
*进行敏感度分析. 将周期内 βt

*依次降低 10％, 

分别降低 7次, 并计算出对应的生产成本. 图 2为

M-R模型生产成本的变化趋势, 并与M-E及CLSP

所对应的生产成本进行对比. 随着鲁棒性水平 βt
*

的降低, M-R 生产成本整体呈阶段性的下降趋势, 

其中当 βt
*小于 85％后成本变化较为平缓, 而当 βt

*

值为 95％时, 生产成本上升显著. 这是由于 βt
*值

为 95％时, 各个周期需要涵盖更多的故障次数情

境, 使得生产计划的求解空间极为有限, 最终导致

成本的急剧上升.  

 

图 2  不同 β*条件下的生产成本变化趋势 

当 βt
*值降到 55％后, M-R 的生产成本略低于

M-E(相差 0.1％). M-E在建模故障对生产计划的影

响时以故障期望的形式体现与实际的故障次数情

境不符, 使得M-E生产安排的求解空间减小, 导致

生产成本增加. 当 βt
*值松弛到 25％时, 鲁棒性水

平对模型的约束效果减弱, 生产成本接近 CLSP对

应的下限. 

在一定范围内生产成本受 βt
*值的影响很小, 

M-E增加 1.1％的成本就能将满足产能约束的概率

由 62.3％提高至 85％. βt
*的敏感度分析结果为决策

者在计划鲁棒性和生产成本之间取得平衡提供了

依据.  

4 结论 

在本文提出的模型中, 通过引入约束条件确

保每个周期内满足产能约束的概率达到设定的鲁

棒性水平. 算例结果表明, 与基于故障预期的生产

维护计划模型相比, 新模型在各个生产周期内都

能满足设定的生产计划鲁棒性水平. 通过鲁棒性

水平的敏感度分析发现, 模型具有较好的柔性, 且

计划鲁棒性提升到较高水平只需花费少量成本, 

为决策者制定生产计划提供了依据.  
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Robust analysis of production planning under equipment failure conditions 

XU Ye-xiong1,2, LIN Wen-wen1,2*, FANG Zhi-mei1,2, WANG Lei1,2, ZHOU Reng-kai1,2, ZHANG Yue-jun1,2 
( 1.Faculty of Mechanical Engineering & Mechanics, Ningbo University, Ningbo 315211, China; 

2.Zhejiang Provincial Key Laboratory of Part Rolling Technology, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In this paper, based on the Capacitated Lot-sizing Problem, it is assumed that the production process 
is affected by the Poisson distribution equipment failure, and the fault-related robustness constraints are 
introduced and the production planning decision model is established. This stochastic programming problem is 
first converted into a deterministic model and further solved by the optimization software Lingo. The results of 
the example show that the consistency of the capacity constraints in each cycle of the planning model based on 
the failure expectation is poor and the new model can achieve a higher level of robustness, and the corresponding 
production cost will increase to a certain extent. With the decrease of the level of robustness, the production cost 
shows a downward trend and approaches to the model that is based on failure expectation. At the same time, 
compared with the latter, the new model is capable of accomplishing a higher level of robustness (85%) with 
increase of a limited production cost (about 1.0% higher). 
Key words: production plan; failure; robustness; Poisson distribution 
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