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摘要: 给出了 Manin-Radul 超对称 KdV 方程的贝克隆变换和非线性叠加公式, 由此获得了超的

一孤子解和二孤子解, 构造了超的半离散系统和全离散系统, 并考虑了离散系统的连续极限. 
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Kupershmidt在 1984年提出了超Korteweg-de 

Vries(KdV)方程[1]. 随后有学者给出了Manin-Radul

超对称KdV(MRsKdV)方程[2]: 

3( ) 6( ) ,t xxx x xu       
6 3( )t xxx x xu u uu u ,    (1) 

其中:  和 分别是依赖于时间变量 , 空间变量u t
x和 Grassmann奇变量 的费米超场和玻色超场. 

为方便起见, 使用记号 / ,xf f x   /tf f t   和
( ).f Df / ( / )D x      

0

是超导数. MRsKdV

方程(1)包含 2 种约化情形: (1)当  时, 退化为

KdV 方程; (2)当 时 , 退化为 Manin-Radul- 

Mathieu超对称 KdV(MRMsKdV)方程: 

0u 

3( ) .t xxx x     
值得注意的是, MRMsKdV方程在超对称变换

下保持不变, 而Kupershmidt提出的超KdV方程没

有这个性质[3]. 此外, 对于 KdV 方程, 还存在其他

超的或超对称的扩展方程[4-9].  

众所周知, 达布-贝克隆变换是构造非线性系

统不同形式解的有效方法之一[10-13]. Liu[14]首先将

达布变换推广到了超对称可积系统中 , 给出了

MRsKdV 方程 2 种类型的达布变换, 并且在文献

[15]中迭代了初等达布变换, 获得了 Wronskian 类

型的解. Shaw 等[16]进一步对谱问题和共轭谱问题

的初等达布变换进行了迭代, 并获得了 Wronskian

型和二元型的解. 此外, MRMsKdV 方程的贝克隆

变换、达布变换以及非线性叠加公式都是已知  

的[14,17-19]. 除了构造解, 达布-贝克隆变换还可以

用于生成可积离散系统[20-22]. 至 2013 年, 该可积

离散化方法被应用于超可积系统和超对称可积系

统中[23-28]. 

本文从 MRsKdV 方程已知的达布变换出发, 

导出了包含 2 种约化情形的贝克隆变换, 并构造 

出相应的非线性叠加公式和孤子解. 此外, 利用贝

克隆变换和非线性叠加公式来可积离散化势

MRsKdV方程. 

1 贝克隆变换 

令 2 , 2x xu q   , 由式(1)得: 

6 12t xxx x x x xq     ,    

26 6t xxx x x xq q q q ,    (2) 

即势MRsKdV方程.  

回顾相应的Lax对和达布变换. 设 满足线性
问题: 

,L   
2 ,xL D u     

,t A   
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2 2
1 ,xs p u s s      (6) 

 

,3 34 6 6 3 3x x xA D u D        xu  (3) 

其相容性条件为: 

[ , ],tL A L  

等价于 MRsKdV 方程. 设 f 与 是当 时式

(3)的费米解和玻色解. 由于式(3)的初等达布变换

为: 

2
1p 

[0] ( )D ,    / ,f f   

[0] 2 ,x      

[0] 2 ( ),xu u         

不能直接约化到 KdV方程或 MRMsKdV方程, 所

以还需对其迭代. 重新定义为: 

[1] ( )x ,D s       

[1] 2 ,x    [1] 2 ,xu u s   (4) 

其中和 s满足: 

,  x x .f f sf s        (5) 

当 0f f    时, 由式(5)解得: 

 , .x x x xf f f
s

f f f f

f   
  

  
 

       

此时, [1] 满足: 

[1] [1] [1] [1], [1] [1],  ,tL A    
 

其中: [1]L 和 [1]A 是将L和A中的 α, μ分别用

替代. 对上述达布变换式(4)和(5)可以作以下 2 种

约化: (1)当 时, 式(4)和(5)则退

化为 KdV 方程的达布变换; (2)取  

且 s 为常数, 式(4)和(5)即约化为 MRMsKdV 方程

的达布变换[19]. 

[1] [1],u

[1] 0,u 
[1] 0     

f u 

下面从达布变换式(4)和(5)中导出相应的贝克

隆变换. 记 [1] [1],2 x  和 [1] [1],2 xu q , 由式(4)可得: 

[1] ,     

[1] 1  ,s q q p    

其中 为积分常数. 利用1p f 满足式(3)及式(5)的第

一个方程, 可计算得: 

或者 

[1] [1] [1] 1( ) ( )[2(x q q p    )        

[1]( )  ],  

2 2
[1] 1 [1] 1( ) ( )xq q p q q p     

 

[1] [1]( )(q q    ) ,  (7) 

即为MRsKdV方程的空间部分的贝克隆变换.  

又由于 ( , )q 和 是势MRsKdV方程的

2组解, 则 
[1] [1]( ,q )

)x[1] [1] [1], [1],( ) ( ) 6(t xxx x x x               

[1], [1],12( ),x x x xq q   

2 2
[1] [1] [1],( ) ( ) 6( )t xxx xq q q q q qx       

[1], [1],6( ),x x x xq q  
 (8) 

即为MRsKdV方程的时间部分的贝克隆变换.  

显然, 分别取 [1] 0   和 , 式(7)

和(8)可以直接约化为KdV方程和MRMsKdV方程

的贝克隆变换. 

[1] 0q q 

利用式(7)和(8)构造MRsKdV方程的一孤子解. 

从零解 0  和 0q  出发, 式(7)变为: 

[1], [1] [1] 1 [1]2( ,[ )x q p       ]

,

 
2 2

[1], 1 [1] 1 [1] [1]( )xq p q p q      

解得: 

31 1
[1] 2

1

sinh

cosh ( )

cp c

P c

 





  


 

1 21 2
12

2

cosh( )
( cosh

cosh
)c Pc c

e e c
c

,





  

1
[1] 1(1 tanh ) 1

p
q p P

 
 

     
 

  

1 2

2

sinh( )
,

cosh cosh

P c c

P c




 
  (9) 

其中: 1 1cosh cosh( ); ( );P P c P p x p t     ic 是
玻色积分常数; 和 是费米积分常数.  

2
10 xxf f uf p f       将式(9)代入式(8), 可得 P的完整表达式: 

2 2
1( )xs u s p s f       3

1 1 ,4 0P p x p t c    
( 2 )x ,s f         最后, 由 [1] [1],2 x  和 [1] [1],2 xu q 可得 MRsKdV方

程的一孤子解. 于是 

为简便起见, 取 3 0,c  2 1( /2)i ,c c    2i 1,  2 ,x s         
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[1] [2] 1 2 [1] 2][( )(q q p p   

 

则式(9)变为: [      

1 1
[1]

sinh
,

p c 





  [1] [2] 1 2 )],q q p p     

[12] 1 2 [1][( )( )q q p p q [2]q     

)] /
1

[1] 1(1 tanh ) 1
p

q p P
 
 

     
 

  
[1] [2] [12]( )(q q      

[1] [2] 1 2 )( ,q q p p    
1/ ( sinh ),c   (10) 

其中 : 1, , c  和 P 分别用 (1 / 2) , (1 / 2) ,n ne e n  和

P n 替代, 取极限 , 可得: n 

(12) 

显然 , 让

[1] 1( )(1 tanhp P     ),

),P

 

[1] 1( ) (1 tanhq p      (11) 

式(10)和(11)这 2 种形式的解都已被构造出[15], 而

式(9)是更一般化的解. 

2 非线性叠加公式 

下面利用达布变换和贝克隆变换来构造非线

性叠加公式. 首先, 引入 T( , , , )x x     , 借助

式(3)和(6), 将式(4)改写成矩阵形式: 

[1] ,   W  

1;  ( , )s p W W  

21

21

1

( 2 ) ( 2 )

s

w s

s

w s s s


   


 
 
        s

s

s

→ 

← , 

2
21

0

( 2 )

1

2( )

s

s

w s


  


  

 
   
 
      

其中 2 2
21 1w p s      . 考虑另一个达布变换: 

[2] 2 2 2, ( ,  ; ),s p V V W   

其中 2 [2] 2 [2] 2, s q q p      

[12] [21] [12] [21],

. 由 Bianchi 可

交换定理:     和 , 可

得相容性条件: 
[12] [21]q q

[2] [1]  ,W V V W  

其中 

[2] [12] [2] [12] [2] 1 1( , ;q q p p    W W ),

),

) /

 

[1] [12] [1] [12] [1] 2 2( , ;q q p p    V W   

从而可得非线性叠加公式: 

 或 分量消失 , (12)可分别退化

MRs

q 式 为
[18]  KdV方程和MRMsKdV方程的非线性叠加公式 .

作为应用 , 我们利用该叠加公式来构造

KdV方程的解. 将 0  和 0q  以及 

[1] 1 1 1( )(1 t ),p P      anh

[1] 1 1 1( ) (1 tanhq p     ),P   

),

  

其中 

, 2,

代入式(12)得: 

[2] 2 2 2( )(1 cothp P       

[2] 3 2 2(1 coth ),q p P 

34 , 1i i i iP p x p t c i     

1 2
2[( )( )K Kp e e   

[12] 2b    

 )1 2
1 1( )( K Kp e e     

1 2
1 1( )] / (cos coshK Kbe e K b K h 2 )    

 
1 22 2

2 1
1 222

2 1 1 2

2 [ (1 ) (1 )]
[

( ) cosh cosh

P Pb p e p e

p p K b K
    


 

 

1 2 1 2 3 2 1( )p p p    ]p     

1 2
1 2 1( )[ (sinh sinh )K Kb e e p K K 2    

1 1 2 2 1(cosh cosh )] / [( )(coshp K K p p K1  
2

2cosh ) ,]b K          

1 2 1 2
3 2 1[ ( ) ( )K K K Kb p e e p e e     [12]q   

2 )1 2
1 1( )] / (cosh coshK Kbe e K b K     

1
1 2 3 1 2 1 2 1 3

2 1 1 2

2 (2
+

( )(cosh cosh

[ ]

)

Kbe p p p p

p p K b K

        
 

 

inh 

  

其中 

由

)

1 1 2
1 2 1 3 12 ( ) ([ sK K Kbe p e e p K      

2
2 2 1 1 2sinh )] / [( )(cosh cosh ,)K p p K b K  ]

2 1 2 1( ) / ( ),b p p p p    

1 1 2 2 1 2 ,,K P P K P P     

[12] [12],2 x  和 [12] [12],2 xu q

特别地 , 取 3

可得 MRsKdV 方程

和的二孤子解 . 02 2
[12] 1 2 [1] [2]( )(p p        p 0  , 即得
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MsKdV方程的解[17-18]. 

 
(7)和非线性叠加式(12)可看成

达到这个目的, 首先将变量写成其

分量

MR

3 可积离散化 

3.1 离散系统 
贝克隆变换式

离散系统. 为了

形式. 对 ,q 和 分别在 0  处进行泰勒展

开, 即 

,w q v f, ,         

并定义 

  

[1] 1 [1] 1( ), ( ), ( ), ( ),n n n nx x w w x w w x         

[1] 1 [1] 1( ), ( ), ( ), ( ),n n n nx x v v x v v x          
从而可将空间部分的贝克隆变换式(7)改写为: 





) 

x   

   

),

1 1 1( ) ( )[( )n n x n n n nw w           

1 12( )],v v p     n n

1 1 1( ) ( )[( )n n x n n n nw w w w w w        

1 1 1 1 ,2( )] 2 )( ),n n n n n n n xv v p            ( 

1 1 1( ) ( )[(n n x n n n nw w           

1 1 1 12( )] ( )( ) ,n n n n n nv v p v v       
2 2

1 1 1 1( ) ( )n n x n nv v p v v p     

1 1( )(n n n n        ) 

这是一个超的半离散(微分-差分)系统

(13

. 引入 n   

, ,( , , , )n n x n n xf f  T , 利用式(3)、 )和(13)可得: (4

, ,n x n n L   

1 0 0

, ,n

, ,

0

2 0 2 0
,

0 0 0 1

2 2 2( ) 0

x n x
n

n x n x n n x

v

v w

 

  

 
     
     

L   

n1 ,n n  M   

1l

1

1

( 2 ) ( 2 )

n

h

h

l g h g h

 
   


 
 


    

M → 

←

h

(14) 

其中 

2 2
1 1 1, ,n n n nh v v p l p h1 1 ,              

2
1 1 2 1, , 2(n n n n ),g w w l l g gh              

: 其相容性条件为

, 1 0,  n x n n n n  M LM L M  

等价于式(13). 因此式(14)可看成是半离散系统式

(13)的 Lax对. 

系统, 需要定义: 为获得全离散

, 1 1,, ,  n n m n n m       

对 , , w作同样定义. 考虑式(14)第二式: 

1,n m  M , , ,n m n m  

以及

  

和参

数

另一个变换: 

, 1 , , ,n m n m n m  N 

其中 是 ,n mM 中的 1, 1, 1,, , ,n m n m n m n mwv    ,n mN

1分别
1,

, 1 , 1 , 1, , ,n m n m n mv w p 替换成 , 1n m    和 2p , 其

可积 超的 (偏差分)系统: 

相容性条件为: 

, 1 , 1 ,  ,n m n m n n m  NM N  ,m M

等价于 的 全离散
2 2
1 2( )

,
( )

p p

v w v1, 1 ,n m n m

   





 

2 2
1 2

1, 1 , ( )n m n m v w v 

( )p p w
w w


   




2 2
1 2

2

( )( 2 )v

( )

p p w

v w v

 


,
v


 

 
 

  

1 2
1, 1 , 1, , 1( )n m n m n m n m

p p
v v v v

v   


    

2 2
1 2

2

( )
,

( )

p p

v w v



 

2 2 2 2 2
1 2 1 2

1, 1 , 2

( ) ( )

( ) ( )n m n m

p p p p

v w v v w v
   

 
  

 
   

(2 ) ,h v
w v

 
 

    
  (15) 

其中 

1, , 1, , 1, ,n m n m n m n mh v v p         

2

0

( 2 )
,

1

g h

g h

l g


 

 
  
  
  

 

  1, , 1,n m n mw w w  

1, , 1 1, , 1, ,n m n m n m n m              

1, , 1 1 2.n m n mv v v p p       
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事实上, 式(15)是非线性叠加式(12)的分量形

式. 若使式(15)中的 v和 分量消失, 可以得到势

MRMsKdV方程的全离散化形式[19]. 

3.2 连续极限 
以上构造了超半离散系 (13)和超全离散

系统

系统式(15), 考虑直的连续极限. 

统式

式(15), 对这 2 个系统取适当的连续极限, 说

明可以回到势MRsKdV方程, 因此这2个系统可看

成势MRsKdV方程的离散化形式. 

对于全离散

首先, 取 

2 2, , / ,p m x m p    

并定义 

( ), ( ),, ,n m n n m nx w w x    

,n m n x x     ,( ), ( ).n m nv v

接着, 由于 可作以下展开 21 / 0p  , 

, 1 , 2
2 2

1 1
,k m k k k xx

p p p2

1
O  

   
       

   
 

,   

对 和



, 1k n n 

,w v  也作同样展开 最后将这些展 式代入

式(1 . 

对于半离散系统式(13), 定义新的连续变量

. 开

5), 领头项即给出了半离散系统式(13)


使得: 

,1 1, ,n p p/n     

设 

( ) ( , ), ( ) ( , ),n nx x w x w x      

( ) ( , ), ( ) . ( , )n nv x v x x x      

分别对 1 1( ), ( ), ( )n n n 1x w x v x    和 1( )n x  在

处进行泰勒展开, 例如 
11 / p

1
1 1

1 1
( ) ,n x x

p p     

 
     

 
 

2 3 3
1 1 1

1 1 1
.

2
 

p

, 

6
O

p p  
 

   
 

 

为了平衡 需定义独立变量 使得: t , 

2
1

1
.

12
 x tp      

最后由式(13)的领头项可得: 

,6 12t xxx x x x xw v       

26 6 12 12w w w w v ,t xxx x xx x x x x x       

  

,

12 6 ,t xxx x x x x x xxv w v       6

26 6v v vt xxx x x x      

即势
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