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多元 Proschan-Sullo型指数分布的特征及参数估计 
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摘要: 从参数识别性分析着手, 获得以可识最小值随机变量分布密度函数表示的分布函数表达

式, 进而得到多元 Proschan-Sullo 型指数分布的一个特征, 从而获得基于可识最小值随机样本的

参数的最大似然估计, 最后得到多元 Proschan-Sullo型指数分布参数的一致最小方差无偏估计. 
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Proschan 等[1]提出了一类多元指数分布(多元

Proschan-Sullo 型指数分布), 其二元形式即为二元

Marshall-Olkin[2]型指数分布, 文中讨论了参数的

估计问题. 在二元情形下, Arnold[3]给出了参数的

无偏估计 . Bemis 等 [4]给出了参数的矩估计 . 

Bhattacharyya 等[5]讨论了二元指数分布的独立性

检验. 本文作者[6-7]讨论了多元Marshall-Olkin型指

数分布的识别性及特征 . Lin 等 [8]讨论了二元

Marshall-Olkin 型指数分布的相关结构, 讨论二元

Marshall-Olkin型生存分布的文献也大量存在.  

最近, Pasari 等[9]报道了用三参数一元指数分

布拟合地震灾害发生时间间隔数据, 用以预报一

段时间内地震发生的概率. 由于未利用地震级别

数据, 此类拟合数据模型能够改进到可以预报级

别地震在一段时间内发生的概率, 设 Xk,(k=1,ꞏꞏꞏ,m)

为 k级地震灾害发生时间间隔长度, Z=min(X1,X2,ꞏꞏꞏ, 

Xm), 那么文献[9]中地震灾害发生时间间隔数据可

以看成Z=Xk,(k=1,ꞏꞏꞏ,m)及Z=X1=ꞏꞏꞏ=Xk=ꞏꞏꞏ= Xm的观

察数据, 即 Proschan-Sullo型的 ( , )Z I 的观察数据.  

鉴于以下原因: (1)分级地震预报模型恰是多

元 Proschan-Sullo 型生存分布模型, 即分级地震预

报模型拟合数据是 ( , )Z I 的观察数据, 也就是说地

震预报模型有改进的余地; (2)至今未有文献报道

多元 Proschan-Sullo 型生存分布模型; (3)既然地震

预报模型有改进余地, 而内在估计又不基于充分

完备统计量, 有必要寻找基于充分完备统计量的

更有效的估计 , 为此 , 本文讨论多元 Proschan- 

Sullo 型指数分布的特征及参数估计. 参考文献

[10-14]的有关结果, 从密度分拆角度, 得到了在串

联系统下基于 ( , )Z I

( ,

的样本的多元 Proschan-Sullo

型指数分布参数的一致最小方差无偏估计. 在文

末注记中, 通过变量替换, 给出了分级地震预报模

型参数的拟合结果, 并由此给出了从现在开始至

某一时刻分层级地震灾害发生概率的计算公式.  

1 多元 Proschan-Sullo型指数分布的特征 

定义 1  称 )为服从 11 2 , , mX X X m  个参
数的多元 Proschan-Sullo 型指数分布的随机变量, 

指它有如下的尾概率函数:  

1 2 1
( , , , ) exp{

m

m j jj
F x x x


x   

0 1x( , ,x x

, , X

 

2 1 2ma , )}, 0, 0, , 0m mx x x x     , 

记为 ( ,1 2 1 0) ~ ( , , , )m mX X PSMVED    

0

m

k

, 置

  , 参见文献[1]. 

记 1 2n( ,mi , , )mZ X X X , 定义 , 当I i iZ X
时( 1, ,i m  ), 0I  , 当 1 2 mZ X X

( )

X  
)m k

时, 

记 , { },(k k 0,1, ,p P I   k f  为给定 I k
时 Z 的条件密度, 记 表示可

识最小值随机变量

( ),k kp f z

( , )

( 0 )k m ,1, ,
Z I 的联合密度, Z 的密度函

数和分布函数分别为 ( ), (Zf F )Z  .  

定义 2  称 为 元 Proschan- 

Sullo 型随机变量, 即联合分布函数

为混合分布当且仅当存在相互独立的连续型随机
  

1 2( , , , )mX X X m

1 2( , , , )mF x x x
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引理 1  若 是 元 Proschan-Sullo

型随机变量, 有混合分布 , 若给定

m

1 2( , x , , )mx
( ,Z I 的联合密度 , 则 ( ),k kp f z k  0,1, ,m
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, 

又因为 { } { ,k 0,1, ,P Z t P Y t k   m  , 所以有

0
( ) ( )Z t

m kG t F , 不难得到 
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由 1 2 1 1 2 2( , , , ) ( , , , )m m mF x x x P X x X x X x     

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引理 2  1 2 1 0( , , , ) ~ ( , , , )m mX X X PSMVED    

1 2( , , , )mX X X m

, )

当且仅当 是 元 Proschan-Sullo 型

随机变量, (Z I ( ) e z
k k kp f z的联合密度为   , 

0,1, , , 0k m z  . 

证明  设 , 此时3m  1 2 3 1( , , ) ~ ( ,X X X PSTVED   

2 3 0, , )   , 则有:  

( ) e , 1,2,3,0, 0z
k k kp f z k z    , 

记
3

0 k  . 以求 为例, 由1 1( )p f z ( 1, )P I Z z 

2 2 3 1, , )
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1
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, 同理得 , 1e , 0z z   2 2 2( ) ep f z  , 0z z  3 3( )p f z   
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可得到 P I Z z z  0 0 ( )   , p f z   

. 0e , 0z z  

1 2( , , , ) ~X X X P

由引理 1和引理 2可得多元 Proschan-Sullo型

指数分布的一个特征:  

定理 1  1 0( , , , )m mSMVED    
当且仅当 是 元 Proschan-Sullo 型

随机变量, 
1 2( , , , )mX X X m

,Z I 是相互独立的随机变量, 且 I 是

1m  值随机变量, 是服从指数分布的随机变量.  Z

证明  由引理 1和引理 2直接可得.  

2 多元 Proschan-Sullo型指数分布的参数估计 

设 1 2( , , , ) ~X X X PSM 1 0( , , , )m mVED     , 

则 ( , )Z I k kp f
1, , , 0m z  ( , ), 1, ,j j
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, Z I j  

( , )
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Z I n

1 2min( , , , )

的容量为 的随机样本, 这里, 记 

j j j mjZ X X X  ,  
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/
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同理可得其他 . 即得参ˆ , 1k kE k   数 k , 

0,1, , 的一致最小方差无偏估计为 

1) / , 0,1, ,n n k m 

k m
ˆ (k k 


 . 

注记 1  记 Z 表示二次相邻地震灾害的时间

间隔

直接可得

, 以 a为单位, 引用文献[9]中的观察数据表 1, 

Z的数据表(表 1).  

 时间 序号 时间

表 1  二次相邻地震灾害发生时间的间隔长度   a 

序号 时间 序号 时间 序号

1 21.55 6  6.13 11 0.88 16 15.31

2 16.51 7  5.17 12 3.05 17 12.19

3 12.44 8  7.38 13 1.26 18  2.41

4 11.50 9 12.74 14 2.34 19  4.52

5  3.44 10  2.89 15 6.88   

由 数一 合 数 ,

结 如

三参 般指数分布拟 上述 据  迭代

果 下 : ˆ 0.1 14 8 ,  ˆ 0.88  , ˆ 0.572 2  , 

迭代精度为 610  .  
注记 2  1Z X ,记 2Z X , 3Z X , 1Z X 

第 2 层次

4 层次

 

2 3X X 分别表示第 1

3 层次

层次级别(7~7.4), 

(8.0~8.4)及第级别

级别(8.5

(7.5~7.9), 第 级别

~8.7)地震灾害发生的间隔长度, 引用文献

[9]中的观察数据表 1, 直接可得 Z 的数据表(表 2), 

0,1,2,3I  分别对应 1 2 3Z X X X   , 1Z X , 

2Z X , 3Z X 时, 以 a为单位. 

表 2  ( Z, I 

(时间/a,  序 (时间

)的样本数据表 

序

号

(时间/a, 

层级) 

序 /a,  序

号 

(时间/a, 

层级) 号 层级) 号 层级) 

1 (21.55, 2) 6 (6.13, 2) 11 (0.88, 2) 16 (15.31, 1)

2 (16.51, 1) (5.17, 1) (3.05, 0) (12.19, 1)7 12 17 

3 (12.44, 0) 8 (7.38, 2) 13 (1.26, 3) 18 (2.41, 1)

4 (11.50, 2) 9 (12.74, 1) 14 (2.34, 2) 19 (4.52, 1)

5 (3.44, 2) 10 (2.89, 2) 15 (6.88, 2)   

由定义 2 和引理 1 及文献[9,12-13]可得: 若
1 1( ) )y  2 2( )(1 e )y

1Y F 1( ) (1y~ e    2Y 2~ ( )F y    , ,  
3 3( )

3( ) (1 e )yF y  
3 ~Y    , 0 0( )

0 0~ ( ) (1 e )yY F y      , 

ST此时记为 1 2 3( , , ) ~X X X P 1 2 3 0( , , , , , )GVED      
一般指数分布, 用此分

用二步估计, 第一步由注

, 

型

布拟合上述

记 1 可得 ˆ 0.114 8  , ˆ 0.88

称为三元 Proschan-Sullo

数据, 可以采

  , ˆ 0.572 2  , 迭

代精度为 610  ; 第二步设: 
( )e ) / 2,3kU k    , 

则 ~k kU E

ln(1 (1 ) , 0,1,k kY    
( )

k

 , 0,1,2,3k  , 设 0min( , )i iV U U
2,3

, 

1,i  , 则 1 2 3 1 2 3 0( , , ) ~ ( , , , )V V V PSTVED     , 由

2 可得定理 1 1
ˆ ˆ 0.042 3 , W   2 2̂  , ˆ 0.05W  4 4

3 3
ˆ ˆ 0.006 0 , W   0 0

ˆ ˆ 0.0121W   .  

注记 3  4) ), 

)及 )地震发生事

设第1层级(7~7. , 第2层级(7.5~7.9

第 3 层级(8.0~8.4 第 4 层级(8.5~8.7

件分别记为 kA , 0,1,2,3k  , 从现在开始至某一时
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刻第 k层级地震灾害发生的概率为: 0( )kP A Z z   

0( , )P Z z I k Z z   , 0,1,2,3k  . 

勘误  本刊文献 ]出现 Proschan-Sullo拼

写错误, 现予勘误. 本文第一作者在
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Abstract:

distribution of Proschan-Sullo 

LI Guoan*, LI Jianfeng 
d Statistics, Ningbo Universit

the analysis of parameter identification, we obtain an expression, in wh
function is denoted by the identifiable minimum formula, hence, the characterization of the multivariate 
exponential distribution of Proschan-Sullo is derived. Thus, we get the maximum likelihood estimator of the 
parameter, which is based on the random sampling of multivariate identifiable minimum value. Finally, the 
uniformly minimum variance unbiased estimator of the parameters of the multivariate exponential distribution 
Proschan-Sullo is obtained. 
Key words: multivariate exponential distribution of Proschan-Sullo; characterization; maximum likelihood 

festimator; uni ormly minimum variance unbiased estimator 


