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高斯和与有理点的计算 

姜  坤, 高  伟, 曹  炜* 
（宁波大学 数学与统计学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 计算有限域上代数簇有理点个数是有限域研究中的重要课题. 设 q 为 q元有限域, f 是

q 上的非零多项式, fD 为其次数矩阵, 用 ( )N f 表示超曲面 0f  在 q 上的有理点个数. 若 fD

在剩余类环 / ( 1)q   中与整数矩阵 A 行等价 , 则记为 f qD A . 利用高斯和给出了当

1diag( , , )f q m  D , 其中 1{1, },i p  1p 为 1q  的一个素因子时 ( )N f 的具体表达式, 从而推广

了已知的结论. 

关键词: 有限域; 有理点; 高斯和; 特征 

中图分类号: O156.1  文献标志码: A 文章编号: 1001-5132（2020）01-0065-04 

设 q 为 q元有限域, 其中 , 1,hq p h ≥  p是

素数. 0 表示非负整数集. 对于 q 上的非零多项
式 

111
1 1 1( , , ) ndd

n nf x x a x x      

1 *
1 0, , ,m nmd d

m n i q ija x x a d    (1) 

简记为: 

1 1
( , , ) j

m D

n jj
f x x a X


 ,  

其中:  
1T

1 0 1( , , ) , ,j j njD d dn
j j nj nd d X x x   D  

则多项式 f 的次数矩阵定义为: 

1 0( , , ) ( ) ,n m
f m ijd    D D D  

f 的增广次数矩阵定义为: 
( 1)

1 0=( , , ) n m
f m

    D D D ,  

其中:  
T T(1, )j jD D .  

用 ( )N f 表示超曲面 0f  在仿射空间 ( )n
q 

中确定的 q -有理点的个数, 即 

1( ) #{( , , )nN f x x   

1( ) | ( , , ) 0}n
q nf x x   . 

计算 ( )N f 的具体值是有限域研究中的重要

课题[1-8]. 对于 2个同型整数矩阵 A和 B, 若 A中

所有元素均为正整数 , 则记为 0A , 若在环

/ ( 1)q  中 A与 B行等价, 则记为 qA B .  

文献[1]证明了定理 1. 

定理 1[1]  设多项式 f如式(1)所示, 且 


0 diag(1, ,1)f

m

q  D  , 

则有: 
1

0

( 1)
( ) (( 1) ( 1) )

n m
n m mq

N f N q q
q

 
     .

 (2) 

注 1  定理 1 中用 0N 表示式(2)中右边的表达

式.  

令 为 *
q 上的二次特征, 即对 *

qa , 定义

( ) 1a  , 若存在 *
qc , 使 2a c , 否则 ( ) 1a   . 

用   表示向下取整函数. 文献[2]利用二次特征和

高斯和证明了定理 2. 

定理 2[2]  设多项式 f如式(1)所示, 且 

1 1

0 diag(2, ,2,1, ,1)

t m t

f q



 

 D  ,  

并满足: 
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1 1,t ≥  1 2 0t t≥ ≥ , 
21( ) ( ) 1ta a     , 

2 1( )ta   
1

( ) 1ta  , 

则 

(i)若 1(mod 4)q  有: 
1( 1) ( 1)

( )
m n m

n q
N f q

q

  
    

1 2
2

1 0

/2

(1 ) 1
t t

m

j y

t
q

y

  

 

         
  

2 ( 1)
2

y jm t
q

j y

 
     

. 

(ii)若 3 (mod 4)q  有: 
1( 1) ( 1)

( )
m n m

n q
N f q

q

  
    

1 2
2

1 0

/2

(1 ) 1
t t

m

j y

t
q

y

  

 

         
  

2 ( 1) ( ) .
2

y jm t
q

j y

 
      

 

考虑定理 2的一般情形, 给出当 

1 1

1 10 diag( , , ,1, ,1)

p p
m

f q

m m

p p



 

 D  ,  

其中: 1p 为 1q  素因子时 ( )N f 的具体表达式.  

1 预备知识 

设 *
qa , g是 *

q 的一个生成元, 则存在唯一

的正整数1 1,t q ≤ ≤  使得 tg a , 记 ind .g a t  

定义 *
q 上的 Teichmüller特征 满足: 

2 ind /( 1)( ) e ,qi a qa    

则 *
q 上的所有特征均可由 生成, 即 

* ={ : =0,1, , 2}ˆ k
q k q  , 

其中: k 在 *ˆ
q 中的阶为 ( 1) / gcd( 1, )q q k  .  

设 1p 为 1q  的素因子, 令 

1( 1) ,q p   12 /e i p  , 则有: 
ind( ) .gaa   

令 2 /e ,i p
p

   Tr为从 q 到素域 p 上的绝对
迹映射, 对于1 2k q ≤ ≤ , 定义高斯和为: 

*

Tr( )( ) ( ) ,
q

k a

a
G k a 


   

当 0, 1k q  时, 定义 (0) 1,G q  ( 1) .G q q     

为将 Teichmüller特征 推广到 q 上, 定义 

0 (0) 0, (0) 0t   .  

若 0t  , 可验证对所有的 qa , 高斯和满足

下面的插值关系:  
1

Tr( )

0

( )
= ( ) .

1

q
a k

k

G k
a

q
 



   

引理 1[2]  设多项式 f如式(1)所示. 令 

{0,1, , 1}q   ,  

对于 1( , , ) m
mk k  k , 用 ( )s k 表示 f

D k 中非零

元的个数, 则有: 
( ) ( )

0 mod( )1

( 1)
( )

( 1)
f

s n s

m
q

q q
N f

q



 


 




k k

kD

 

1

( ) ( ).j

m
k

j j
j

a G k

  (3) 

引理 2[3]  设 2M  为正整数, 存在一个最小

的正整数u , 使得 1(mod )up M  . 令 
2 ,uvq p v   , 

若 ( 1) / gc 1, ,d( )q qM k   0 2k q ≤ ≤ , 则有: 

1

( 1)
1

( 1) , 2,
( )

( 1) , 2.
u

v

v p
v

M

q p
G k

q p




 

   
  

 (4) 

当 1M p 为素数时 , 对于 1( 1) / ,ik i q p   

11, , 1i p  , 有 1( 1) / gcd( 1, )iM q q k p  .  

于是由引理 2可得引理 3. 

引理 3  设存在一个最小的正整数 u , 使得

11 (mod )up p  .  

令 2 ,uvq p v   . 对于 

1 1( 1) / , 1, , 1ik i q p i p    , 有: 

1

1

( 1)
1

( 1) , 2,
: ( )

( 1) , 2.

u

v

v p
v

p

q p
g G k

q p




 

  
  
  

 (5) 

由二项式定理可得引理 4.  

引理 4  设 r  , 则有: 

0

( ) ( 1) .1) (
r

i r i r

i

r
q q

i




 
    

 
  
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2 主要结论 

假设 f 是形如式 (1)的多项式, 2ucq p , 且存

在一个最小的正整数 u , 使得 11 (mod )up p  , 并

有: 

1 1

1 10 diag( , , ,1, ,1)

p p
m

q

m m

f p p



 

 D  . 

令系数多重集合
1 1

1{ , , }
p pm mS a a  ,  

设 

{0,1, , 1}q   , 1( , , ) m
mk k  k ,  

11 i p≤ ≤ , 10 j p≤ ≤ , 

10 10 pm m m m ≤ ≤ ≤ ≤ ,  

对系数多重集合
1pmS 及向量 k分量进行如下划分:  

(i) 1{ 1, , }i it m m   , ( ) i
ta  , 

(ii) k中所对应的元素记为
1 1( , , )

i ii m mk k
 

 k .  

令 ( ) ( )j
it k 表示 ik 中分量取值为 1( 1) /j q p 的

个 数 . 定 义
1

( ) ( )
1( ) ( ) ( ),j j

j pt t   k k k 即 在

1
1( , , )

pmk k 中分量取值为 1( 1) /j q p 的个数. 

定理 3  如前所设, 有: 

1 1 1
0 1)) ( (( 1) pm m n mN f N q q

        
1 1 11 1 1

( )

1 1 1 01

( )
( ) ( )( ) ,( 1)

p p p
j

l i
pl j i

l jt

g q q
  

  

  
  

 
k

k k  

其中 : 和号遍历所有的向量 1( , , ) m
mk k  k , 

且满足:  

1 100 ( ) ( ) ,p pm  k k≤  

1 1

1
1

( ) 0 (mod )
p

j
j

j p




 k . 

证明  若
1 10 ( ) ( ) ,p pm  k k  则 1( , , )mk k k

中取值只有 1q  和 0 , 此情形下的解数为定理 1中

的 0N .  

下设
1 10 ( ) ( )p pm  k k . 由于 

1 1

1 1diag( , , ,1, ,1),

p p
m m m

qf p p





 D    

同余方程 

T 0 (mod 1),f q D k T 0 (mod 1),q k  

同解, 且后者的解均取自 

1( , , ) m
mk k  k ,  

这里 1 1{ ( 1) / : 0,1, , }i q p i p     .  

对任一给定的 1( , , ) m
mk k  k , 由同余方

程 T 0 (mod 1),f q  kD  可知 1 1

1
( )

p

jj
j

 k 一定是

1p 的倍数 , 故有 1 1

11
( ) 0 (mod )

p

jj
j p


 k . 又由

0 f D 知 ( ) 1s n k . 对于 0 ( ) k 和
1
( )p k , 有: 

(i) 0k  时, ( ) 1, ( ) 1k
ja G k q    , 

(ii) 1k q  时, ( ) 1, ( )k
ja G k q    ,  

故由引理 1和引理 3得: 
1 1 11 1 1

( )

1 1 1

( )
1 1( 1)( )

p p p
j

l i
l j i

l jt
n mN q qf g





  

    
 

 



k

 

1
101

( ) ( )

0

( ) ( 1) ( )
p

p

m m
p r

r

m m
q q q

r

 





 

    
 

k k  

1( 1) pm m r
q

 
 , 

其中 : 和号遍历所有的向量 1( , , )m
mk k  k , 

且满足:  

1 100 ( ) ( )p pm  k k≤ ,  

1 1

1
1

( ) 0 (mod )
p

j
j

j p




 k , 

又由引理 4可得: 

1 1 11

0
( ) ( 1) ( ,1)p pp m m r m mm m p r

r

m m
q q

r

  



 
     

 
  

定理得证. 

注意到, 当系数多重集合
1pmS 中的元素均为 1

时, 有
1

ind 1,( )
p

ga

maa S     . 因而定理 3 可以

有如下相对比较简洁的形式.  

推论 1  如前所设, 若系数多重集合
1pmS 中的

元素均为 1, 则有: 

1 1 1
0 1)) ( (( 1) pm m n mN f N q q

        

11

1 01

( )
( ) ( )( ) ( 1)

p

i
pig q q

  






 
k

k k , 

其中 : 和号遍历所有的向量 1( , , ) m
mk k  k , 

且满足:  

1 100 ( ) ( )p pm  k k≤ , 

1 1

1
1

( ) 0 (mod ).
p

j
j

j p




 k  
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例  求方程 0f  在 16 中解的个数. 
5 5 5 5 5 5 10 5 5 5

1 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5( , , )f x x x x x x x x x x x x    

5 5 10 5 5 5 5 5 10 5 5 5 5 5 10
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5x x x x x x x x x x x x x x x  , 

易知: 

116, 5, diag(5,5,5,5,5),f qq p  D  

1 2 3 4 5( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,a a a a a          

1 2 3 4 0,m m m m      

5 5m m n   . 

又由引理 3得 4g  , 应用推论 1可计算得: 

( ) 476701N f = , 

通过Maple计算, 与该结果一致. 
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Gauss sums and computation of rational points 

JIANG Kun, GAO Wei, CAO Wei* 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: It is important in the area of finite fields study to compute the number of rational points on algebraic 
varieties in finite fields. Let q  be the finite field of order q and f be a nonzero polynomial over q  with degree 
matrix fD ; denote by ( )N f  the number of q -rational points of the hypersurface defined by 0f  ; write 

f qD A  when fD  is row equivalent to an integer matrix A in the residue ring / ( 1)q   . Using Gauss sums, 
we obtain the explicit formula for ( )N f  in the case of 1diag( , , )f q m  D , where 1{1, }i p   and 1p  is a 
prime divisor of 1q  , which generalizes the known results. 

Key words: finite field; rational point; Gauss sum; character  
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