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装配式框架结构的自由振动特性分析 

吕田碧, 严  蔚*, 李俊华, 王浩杰, 李春阳 
（宁波大学 土木与环境工程学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 针对装配式框架结构中梁柱节点呈半刚性的特点, 采用回传射线矩阵法研究了结构的自

由振动特性. 对每个装配式框架结构中梁、柱分别采用 2种不同的局部坐标系, 并考虑力的平衡

条件、位移协调条件及框架边界条件, 建立了含半刚性节点的三层框架结构的回传射线矩阵方程. 

采用MATLAB软件编程得到了框架结构的前 18阶固有频率, 并与有限元模拟作对比分析, 验证

了回传射线矩阵法在处理半刚性节点问题的有效性与正确性. 计算分析表明, 结构的固有频率

对节点的半刚性特性非常敏感. 研究结果将为半刚性节点的装配式结构的动力设计提供参考.  
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近年来, 装配式混凝土结构越来越多地应用

在高层建筑和大跨桥梁等重要工程中, 随之而来

的就是设计上的种种难题和应用时的健康监测, 

其中引起广泛关注的就是结构中梁柱之间的连接. 

大量研究表明, 梁柱节点并不是传统上为简化计

算而采用的刚接或铰接理想方式[1-2]. 实际工程中, 

由于混凝土浇筑不均等原因造成的节点连接与原

设计不符, 刚接或铰接连接方式的设计方法显然

已不能满足要求. 研究还表明, 装配式混凝土节点

梁柱采用半刚性节点连接, 既具有刚节点可以传

递弯矩特性, 又有在梁柱之间产生一定转角的铰

性优势, 这恰恰是最接近实际的节点连接方式[3-5]. 

所以, 对装配式钢筋混凝土节点梁柱连接节点的

正确认识, 定能为今后装配式钢筋混凝土节点的

设计提供更安全可行的保障. 此外, 对于半刚性连

接框架, 如果简单按照刚性框架来进行结构动力

的计算, 必然会产生较大的误差, 节点柔度对结构

的自振频率有很大影响. 半刚性节点刚度的降低

必然将降低结构的自振频率, 特别是对结构的基

本频率影响较大. 由于结构振动性能主要取决于

结构的基本振型, 所以节点的半刚性程度将对结

构的动力性能产生较大影响, 设计时也应考虑连

接半刚性对结构动力性能的影响.  

对于框架结构等此类杆系系统, 常用的动力

分析方法有有限元法、传递矩阵法和回传射线矩阵

法等. 其中, 回传射线矩阵法具有明确的物理意

义、避免矩阵中大指数项的出现等特点, 避免了传

递矩阵法中常出现数值运算困难的问题[6-7], 该方

法已广泛应用于框架、桩等结构分析中. 严蔚等[8]

结合压电阻抗技术对含裂缝智能梁的振动特性进

行了研究, 陈进浩等[9]也采用回传射线矩阵法考察

了框架结构瞬态波动响应及自振频率等, 余云燕

等[10]基于回传射线矩阵法研究了成层土中部分埋

入黏弹性桩顶处速度导纳及反射波.  

本文采用 Timoshenko 梁理论来描述框架结构

的振动特性, 将半刚性节点模拟成无质量但有一

定刚度的转动弹簧, 利用回传射线矩阵法得到结

构的固有频率, 并与有限元法模态分析得到的固

有频率做对比, 来验证回传射线矩阵法应用于含

半刚性节点的框架结构的可行性和有效性. 最后

的计算结果将为装配式框架结构的设计尤其是动

力设计提供一定的理论依据.   
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1 框架结构的动力分析 

考察一个含半刚性节点的装配式框架结构 , 

如图 1 所示, 图中 B、C、D、E、F、G 节点呈现

半刚性特点, A、H柱底部考虑固结.  

 

图 1  三层框架结构简图 

主体结构控制方程为: 
2

2
0

M
Q ρI

x t

 
  

 
, sM E I

x


 


, 

2

2m

Q v
ρA

x t

 


 
, m s

v
Q A G

x
     

, 

2

2
0m

N u
ρA

x t

 
 

 
, s m

u
N E A

x





, (1) 

式中: M、Q、N分别为结构中的弯矩、剪力和轴力; 

u、v、为结构的轴向和横向位移及转角; sE 、 sG

为杨氏模量和剪切模量; ρ为结构密度; Am、I为截

面面积和惯性矩; κ为剪切修正因子.  

在简谐力作用下, 考虑稳态响应, 可假设:  
i( , ) ( )e tx t x   , i( , ) ( )e tv x t v x  , 

i( , ) ( )e tu x t u x  , i 1  . (2) 

由式(1)和式(2)可得:  
1 2 1 2

2 3 2 3e e e eβ x β x β x β xv a a d d     , 
1 2 1 2

1 2 2 3 1 2 2 3e e e eβ x β x β x β xa a d d         , 
3 3i i

1 1e eβ x β xu a d   , (3) 

式中:  
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式(4)中, 0C 、 sC 是关于杨氏模量、剪切模量

与密度之间关系的简化表达形式.  

2 回传射线矩阵法求解步骤 

回传射线矩阵法的关键在于同根梁、柱段采用

2 种不同的局部坐标系, 在柱底固结 A 处, 需要满

足边界条件, 0u  , 0v  , 0  , 将各物理量代

入表达式(1)和(2), 可得 A 点的局部散射关系, 写

成矩阵形式如下:  

A A Ad S a , (5) 
1

1, 2, 1, 2,

0 1 1 0 1 1

1 0 0 1 0 0

0 0
A

AB AB AB ABγ γ γ γ


    
        
      

S , (6) 

T

1, 2, 3,A AB AB ABd d d   d , 
T

1, 2, 3,A AB AB ABa a a   a . (7) 

在节点 B, 需同时满足以下平衡条件和位移协

调条件:  

0BA BC BGN N Q   , 0BA BC BGQ Q N   , 

BA BC BGu u v    , BA BC BGv v u   , 

0BA BC BGM M M   . (8) 

考虑到节点的半刚性特点, 有 

( )BA BC BC BAM M k     , 

( )BA BG BG BAM M k     , (9) 

其中, k 是半刚性节点的刚度. 根据式(8)和式(9)可

得 B节点的局部散射矩阵如下:  

B B Bd S a , 1
, ,( )B d B a B

 S S S , (10) 

其中, ,a BS 和 ,d BS 如式(11)所示, 式中, 1,BA 指 AB
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段在节点 B处 1 的值, 其余含义相同. 框结构中剩

余节点的散射矩阵同理可得, 这里不再一一推导.  

把各节点以及 2个支座的所有局部散射关系结

合起来, 可得整个框架结构体系的散射关系:  

d Sa , (12) 

TT T T T( ) , ( ) , , ( ) , ( )A B G H   d d d d d , 

TT T T T( ) , ( ) , , ( ) , ( )A B G H   a a a a a , (13) 

分别是结构整体的出射波向量和入射波向量. 整

体的散射矩阵为:  
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,3 3 ,9 9 ,9 9 ,6 6diag , , , ,A B C D    S S S S S → 

← ,6 6 ,9 9 ,9 9 ,3 3, , ,E F G H    S S S S . (14) 

对于每个梁柱单元, 都引入 2 个坐标体系, 且

由于每个点只能有确定的运动状态, 以 CD柱中某

个特定点 ij ij jix l x  为例, 存在如下关系式:  

( ) ( )CD CD DC CD DCu x u l x   , 

( ) ( )CD CD DC CD DCv x v l x  , (15) 

由此可得:  
1,

1, 1,e CD CDl
CD DCa d   , 2,

2, 2,e CD CDl
CD DCa d   , 

1,

1. 1,e CD CDl
CD DCd a   , 2,

2, 2,e CD CDl
CD DCd a   , 

3,i
3, 3,e CD CDl
CD DCa d   , 3,i

3, 3,e CD CDl
CD DCd a   . (16) 

写成矩阵形式:  

CD CD CDa P d , (17) 

1 2 3
i

diag e e eCD CD CD
β l β l β l

CD

     
P → 

← 1 2 3
i

e e eCD CD CD
β l β l β l      

, (18) 

同样, 所有的梁、柱段都可类似得到相位关系. 值

得注意的是, 所有相位关系的指数函数P都不含有

正的指数项, 这也是回传射线矩阵法能够避免数

值不稳定、精准实现解析解的关键所在.  

分别所有的节点及固定端中引入新的局部坐

标向量如下:  
T

1, 2, 3,A BA BA BAd d d   d , 

1, 2, 3, 1, 2,B AB AB AB CB CBd d d d d d → 

←
T

3, 1, 2, 3,CB GB GB GBd d d d  , 

1, 2, 3, 1, 2,C BC BC BC DC DCd d d d d d → 

←
T

3, 1, 2, 3,DC FC FC FCd d d d  , 
T

1, 2, 3, 1, 2, 3,D CD CD CD ED ED EDd d d d d d   d , 
T

T T T T( ) , ( ) , , ( ) , ( )A B G H   d d d d d . (19) 

整体向量 d和 d之间存在如下关系:  

d Ud , (20) 
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式中, I为 3×3的单位矩阵. 

这样一来, 框架整体结构的相位关系可随之

获得: 

a Pd . (22) 

由式(12)、式(20)和式(22)联立可得:  

( ) 0 I R d , R SPU , (23) 

其中, R被称为回传射线矩阵; d为出射波波幅向量; 

a 为入射波波幅向量; 它们是与结构振动的圆频率

有关. 本文采用动力特性分析中的自由振动来求

解固有特性:  

 det 0 I R . (24) 

3 算例分析 

首先考察如图 1所示三层框架结构, 梁、柱尺

寸及惯性矩等数据见表 1, 泊松比 v=0.3[11], 剪切因

子取 κ=5/6 [12]. 梁长度为 4 m, 柱长 3.6 m, 其中 B~ 

G为半刚性节点. 选用 BEAM3单元来构建装配式

框架结构模型中梁柱单元, BEAM3 单元是一种可

承受拉、压、弯作用的单轴单元, 单元中的每个节

点有 3 个自由度, 即沿 x 和 y 方向的线位移及绕 z

轴的角位移[13-14]. COMBIN14单元用于半刚性模拟, 

相当于弹簧作用在梁柱的节点处. 此单元具有一

维、二维或三维应用中的轴向或扭转的性能, 轴向

的弹簧-阻尼器选项是一维的拉伸或压缩单元, 它

的每个节点都具有 3个自由度—–x, y, z的轴向移

动.  

表 1  框架结构参数 

类别
尺寸/ 

(mm×mm)

惯性矩/

mm3 

密度/ 

(kgꞏm-3) 

剪切刚 

度/Pa 

弹性模

量/Pa 

梁 400×400 2.1E-3 2 400 9.6E9 2.5E10

柱 400×200 1.1E-3 2 400 9.6E9 2.5E10

本文中, 半刚性节点模拟的实现是定义一个

固定的弹簧刚度, 在梁柱节点相同的位置定义 2个

不同的节点—–耦合横向和纵向位移, 最后将弹簧

单元设置在相同节点处, 定义好模型后, 采用有限

元模态分析功能, 来得到模型的固有频率.  

有限元 ANSYS 模拟三层框架结构, 其中, 除

底部固定节点处, 其他节点采用同个坐标的 2个或

3 个节点, 在同个坐标的 2 个节点之间建立无长度

的弹簧单元来实现半刚性特性.  

采用回传射线矩阵法求解含半刚性节点的固

有频率时, 取半刚性节点的初始转动刚度为 k, k取 
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表 2  三层结构不同节点刚度的固有频率数据 

节点全部刚接 k1=1×105 kNꞏmꞏrad-1 k2=5×104 kNꞏmꞏrad-1 k3=1×104 kNꞏmꞏrad-1 k4=5×103 kNꞏmꞏrad-1

阶数 
ANSYS 本文 偏差/％ ANSYS 本文 偏差/％ ANSYS 本文 偏差/％ ANSYS 本文 偏差/％ ANSYS 本文 偏差/％

1 3.86 3.50 9.3 0.53 0.55 3.8 0.38 0.35 7.9 0.17 0.15 11.8 0.12 0.10 16.7

2 13.82 14.30 3.5 5.83 6.14 5.3 5.74 6.13 6.8 5.68 6.15 8.3 5.67 6.14 8.3

3 27.63 28.60 3.5 8.85 9.34 5.5 8.78 9.31 6.0 8.72 9.35 7.2 8.71 9.30 6.8

4 49.33 49.10 0.5 39.79 39.45 0.9 39.66 39.55 0.3 39.55 39.45 0.3 39.54 39.50 0.1

5 61.59 63.60 3.3 41.20 41.69 1.2 41.06 41.70 1.6 40.94 41.65 1.7 40.93 41.65 1.8

6 70.78 67.90 4.1 45.36 46.36 2.2 45.33 46.36 2.3 45.31 44.00 2.9 45.31 46.25 2.1

7 71.43 72.20 1.1 48.32 48.83 1.1 48.24 48.80 1.2 48.18 48.82 1.3 48.18 48.75 1.2

8 78.41 81.20 3.6 54.49 56.42 3.5 54.41 54.00 0.8 54.35 53.90 0.8 54.34 53.90 0.8

9 117.12 116.20 0.8 64.05 65.76 2.7 63.96 63.25 1.1 63.89 63.20 1.1 63.88 63.25 1.0

10 125.66 127.40 1.4 70.65 71.89 1.8 70.65 71.75 1.6 70.65 68.70 2.8 70.65 71.80 1.6

11 151.40 151.50 0.1 76.87 79.00 2.8 76.81 75.40 1.8 76.75 75.40 1.8 76.75 75.40 1.8

12 172.13 171.80 0.2 88.64 90.33 1.9 88.57 90.25 1.9 88.52 90.35 2.1 88.52 90.25 2.0

13 202.41 201.70 0.4 96.24 97.81 1.6 96.18 97.75 1.6 96.14 97.80 1.7 96.13 97.80 1.7

14 212.04 211.25 0.4 107.46 109.36 1.8 107.32 109.25 1.8 107.20 105.45 1.6 107.19 105.40 1.7

15 225.77 227.45 0.7 174.36 173.96 0.2 174.32 174.00 0.2 174.28 174.20 0.0 174.28 172.80 0.8

16 251.46 252.45 0.4 179.90 177.28 1.5 179.74 177.25 1.4 179.61 177.30 1.3 179.60 177.30 1.3

17 366.53 364.75 0.5 188.93 188.15 0.4 188.71 188.20 0.3 188.53 188.10 0.2 188.51 188.20 0.2

18 376.63 376.40 0.1 201.16 199.70 0.7 201.11 199.75 0.7 201.07 199.75 0.7 201.06 199.70 0.7

表 3  六层结构不同节点刚度的固有频率数据 

节点全部刚接 k1=1×105 kNꞏmꞏrad-1 k2=5×104 kNꞏmꞏrad-1 k3=1×104 kNꞏmꞏrad-1 k4=5×103 kNꞏmꞏrad-1

阶数 
ANSYS 本文 偏差/％ ANSYS 本文 偏差/％ ANSYS 本文 偏差/％ ANSYS 本文 偏差/％ ANSYS 本文 偏差/％

1 1.69 1.50 11.2 0.16 0.15 6.3 0.11 0.10 9.1 0.05 0.05 0.0 0.04 0.04 0.0

2 5.54 5.57 0.5 0.52 0.50 3.8 0.37 0.35 5.4 0.16 0.16 0.0 0.12 0.11 8.3

3 10.62 10.49 1.2 0.99 0.95 4.0 0.70 0.70 0.0 0.32 0.30 6.3 0.22 0.22 0.0

4 17.03 16.37 3.9 1.58 1.70 7.6 1.12 1.10 1.8 0.50 0.50 0.0 0.36 0.36 0.0

5 24.68 25.43 3.0 2.12 2.10 0.9 1.50 1.45 3.3 0.67 0.65 3.0 0.48 0.47 2.1

6 32.11 31.39 2.2 8.76 8.75 0.1 8.70 8.79 1.0 8.64 8.70 0.7 8.63 8.78 1.7

7 32.27 31.50 2.4 29.51 28.95 1.9 29.49 30.12 2.1 29.47 28.90 1.9 29.47 28.90 1.9

8 37.04 37.00 0.1 35.52 35.22 0.8 35.51 35.20 0.9 35.51 35.20 0.9 35.51 35.20 0.9

9 47.80 46.10 3.6 40.43 40.02 1.0 40.32 38.90 3.5 40.22 38.90 3.3 40.21 40.00 0.5

10 53.61 52.00 3.0 41.00 41.10 0.2 40.88 40.02 2.1 40.78 40.02 1.9 40.76 40.02 1.8

11 64.23 65.05 1.3 41.16 42.05 2.2 41.02 41.05 0.1 40.91 41.08 0.4 40.90 42.10 2.9

12 68.73 67.92 1.2 41.22 42.10 2.1 41.08 42.08 2.4 40.97 42.10 2.8 40.95 42.08 2.8

13 78.05 78.19 0.2 41.25 42.95 4.1 41.11 42.90 4.4 40.99 42.90 4.7 40.97 43.58 6.4

14 84.72 84.22 0.6 47.25 45.45 3.8 47.15 46.30 1.8 47.07 46.30 1.6 47.06 46.32 1.6

15 86.32 88.05 2.0 47.67 46.25 3.0 47.58 47.40 0.4 47.51 47.40 0.2 47.50 47.38 0.3

16 106.93 107.92 0.9 48.27 47.40 1.8 48.20 48.58 0.8 48.14 48.60 1.0 48.13 48.50 0.8

17 108.97 110.75 1.6 48.90 48.55 0.7 48.85 49.75 1.8 48.80 49.90 2.3 48.80 48.70 0.2

18 114.96 116.50 1.3 49.39 49.90 1.0 49.35 49.90 1.1 49.31 51.10 3.6 49.30 49.75 0.9
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5×103~1×105 kNꞏmꞏrad-1[15-16], 将 k值代入式(10)中,

即可求出 B点的散射矩阵, 其余节点同理可得. 改

变框架中半刚性节点的刚度 k, 将所有公式编程输

入 MATLAB 软件中, 采用二分法原理求行列式实

部或虚部零点的求解方法[17], 分别求得各阶固有

频率值(表 2).  

此外, 本文还进一步考察了一个六层装配式

框架结构. 除底部固结外, 其余节点与装配式结构

节点呈现半刚性一致, 框架结构系数参照以上三

层框架数据. 求得节点半刚性不同的结构固有频

率值与全部为刚性节点的自由频率见表 3.  

由表 2和表 3可见, 总体而言, 采用回传射线

矩阵法得到的结构前 18 阶固有频率与有限元结果

基本符合. 同时, 与节点刚性连接时, 比较可以发

现, 由于框架节点的半刚性特点, 对应的模态频率

都有明显的降低, 而且, 随着节点转动刚度的降低, 

对应的固有频率也进一步降低. 表明对于装配式

框架结构而言, 在结构设计中, 尤其当考虑动力因

素时, 应审慎考察节点的半刚性特点.  

最后, 还与框架试验测试结果作对比分析, 将

文献[18]中七层节点刚性连接的钢框架试验结果

与本文回传射线矩阵法得到的固有频率结果进行

对比. 从表 4 可见, 两者结果吻合非常好, 进一步

验证了本文方法的可行性和精确性.   

表 4  对比试验结果数据及偏差 

阶数 试验结果 本文方法 偏差/％ 

1 2.54 2.55 0.4 

2 7.66 7.65 0.1 

3 12.86 12.30 4.4 

4 18.03 18.20 0.9 

5 22.96 22.25 3.1 

6 26.99 27.10 0.4 

7 29.91 29.70 0.7 

4 结语 

将回传射线矩阵法应用到含半刚性节点框架

结构的动力分析中. 为了验证回传射线矩阵法对

含半刚性节点的框架结构振动分析的正确性和有

效性, 与有限元方法构建的含半刚性节点的框架

结构模型得到的固有频率进行对比研究. 同时, 回

传射线矩阵法是通过经典的 Timoshenko 梁理论, 

经过动力学分析求解出的显式解析解, 各参数具

有更明确的物理意义. 而有限元模拟的结构模型

受到单元及划分网格不同等原因的影响较大.  

研究结果还表明, 随着节点半刚性特性的出

现, 结构的固有频率显著降低, 并且随着节点转动

刚度的降低, 结构固有频率也有所降低. 所以, 在

装配式结构的设计中, 尤其是动力设计中, 应该审

慎考虑节点的半刚性特性. 同时, 本文编程程序的

统一化也为工程实践中含半刚性节点的其他杆系

结构的动力学研究提供了一种有效、便捷的计算途

径. 所以, 虽然本文只研究了三层、六层的装配式

框架结构, 但是该方法很容易扩展应用到更复杂, 

层数更多的框架中.  
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Free vibration analysis of prefabricated frame structures with semi-rigid joints 

LÜ Tianbi, YAN Wei*, LI Junhua, WANG Haojie, LI Chunyang 
( School of Civil and Environmental Engineering, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: Due to the semi-rigid properties of beam-column joints, a method of reverberation-ray matrix is 
employed to investigate the free vibration of the prefabricated frame structures. Two different local coordinate 
systems are used for the beams and columns in the prefabricated frame structure. Considering the conditions of 
the force balance, the coordination conditions of the displacement and the boundary conditions of the frame, the 
reverberation-ray matrix formulations are established for a three-storey prefabricated frame structure with 
semi-rigid joints. The first 18-order natural frequencies of the frame structure are calculated in MATLAB. The 
results are compared with those from finite element simulation, which verifies the effectiveness and correctness 
of the present method in dealing with the dynamics of a framed structure with semi-rigid nodes. The numerical 
analysis shows that the natural frequencies are very sensitive to the semi-rigid properties of the prefabricated 
frame structures. Furthermore, the results of this study will provide theoretical ground for the future dynamical 
design of the prefabricated structures. 
Key words: prefabricated structure; semi-rigid joins; reverberation-ray matrix; free vibration 
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