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基于不相交锐积运算的逻辑函数错误率计算 
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摘要: 提出了一种通过比较逻辑覆盖差异的函数错误率计算方法, 该方法主要包括逻辑覆盖不

相交锐积运算和双锐积运算, 分别用于实现2个逻辑覆盖之间不相交操作和公共部分删除操作, 

进而实现TB逻辑函数之间或RM逻辑函数之间覆盖差异的提取. 通过对所提取覆盖包含的最小

项数量统计, 实现函数错误率的计算. 所提出的方法用C语言实现, 并用MCNC测试电路进行测

试. 实验结果表明, 该算法可以实现TB函数和RM函数的错误率计算, 且具有运算速度快, 适合

处理大逻辑函数的特点.  
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通常逻辑功能正确是电路设计首要条件, 为

了保证电路输出正确, 会不惜牺牲电路的功耗、面

积和速度等性能指标. 但是在实际应用中, 待处理

数据的某些特性, 如容错特性, 在一定程度上的计

算错误不影响实际的应用[1]. 例如, 在多媒体处理

中, 由于人类的感知能力有限, 偶尔发生丢弃特定

的帧或小的图像质量损失通常很少影响用户的满

意度. 另外, 随着半导体工艺尺寸进入到纳米级, 

电路的供电电压更低, 集成密度更高, 电路输出对

工艺参数的波动和故障更加敏感[2]. 待处理数据自

身具有的容错特性, 以及降低现有集成电路工艺

的高成本, 使得人们重新思考逻辑功能“正确”的

程度, 提出在设计中引入近似计算技术来实现电

路优化, 提高电路良品率. 目前, 近似计算已经成

为数字集成电路设计中一个新的、重要的策略. 近

似计算技术已应用于从系统、架构、存储、逻辑综

合到单元电路设计等不同电路层级的优化, 以及

现场可编程逻辑门阵列(Field Programmable Gate 

Array, FPGA), 神经网络、通信、可逆逻辑的等诸

多方面[3-7]. 

在近似计算中, 近似度表示待优化函数与近

似函数的偏差程度, 是一个关键指标. 基于近似计

算的电路面积、功耗、时延等方面的优化都要满足

一定的近似度约束 , 近似度通常用错误率(Error 

Rate, ER)、最大错误偏量(Worst Case Error , WCE)、

平均绝对误差(Mean Absolute Error, MAE)、标准差

(Standard Deviation, SD)等指标来衡量[8-11]. 本文采

用 ER表示近似度.  

目前, 基于近似计算的逻辑函数优化已经有

一些研究. 文献[10]利用近似计算技术和启发式算

法对布尔逻辑函数进行化简; 文献[12]通过试探

性增加或删除乘积项来实现逻辑表达式简化. 这

些研究都是对基于“与/或/非”运算的传统布尔 

(Traditional Boolean, TB)逻辑进行近似优化. 除 TB

逻辑外, 另一种常用的逻辑表达式是基于“与/异/

或”的 Reed-Muller(RM)逻辑. 由于 RM 逻辑中存

在1 1=0 , 因此, 增加或删除偶数个乘积项不会

给原函数引入错误. RM 逻辑的这种特性给错误率

计算带来了挑战. 此外, 现有的错误率计算方法基

本上是基于最小项展开的. 由于最小项的数量与

输入变量数呈 2n增加, 当 n比较大时导致最小项数

量过于庞大, 以至于该方法无法用于大函数的错

误率计算.  

本文提出的逻辑函数错误率算法主要为基于
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逻辑覆盖不相交锐积运算的错误计算方法. 该算

法可实现对TB逻辑和RM逻辑函数的错误率计算, 

同时运算速度对逻辑函数的输入变量个数不敏感, 

可实现大函数的近似函数的错误率计算.  

1 相关定义 

对一个具有 n个输入, m个输出的逻辑函数 f, 

其逻辑表达式可写成如下乘积项之和(SOP)形式: 
1

1 2
0

( , , , ) ,
z

n i
i

f x x x p




  (1) 

其中: pi为乘积项; z为乘积项的个数. 

乘积项 pi可表示为: 

1 2 1 2, , , , , | , , , , , ,i n i mx x x x y y y y     (2) 

其中: 竖线表示分隔符, 竖线左边表示输入变量, 

右边表示输出变量. 输入变量可以取{0,1,  }, 1表

示原变量, 0 表示反变量, 表示因合并而消去的

变量; 输出变量可以取{0,1,u}, u 表示该输出变量

未被定义.  

有时式(2)也称为一个立方体(Cube), 当输入

变量 xi∈{0,1},1≤i≤n, 此时式(2)称为最小项. 

具有相同输入和输出的乘积项集合构成一个

逻辑覆盖 C. 如果一个覆盖 C(或覆盖的集合)包含

的最小项和一个函数 f 包含的最小项一致, 那么 f

可以用这个覆盖或覆盖的集合来描述.  

(1)乘积项的覆盖. 乘积项的覆盖就是该乘积

项所包含的最小项的集合. 本文也将乘积项覆盖

或乘积项集合的覆盖称为逻辑覆盖.  

(2)乘积项的“并”运算. 乘积项覆盖的并运算

用符号“”表示, 其运算规则是将构成多个乘积

项包含的最小项合并在一个覆盖中.  

(3)乘积项的“交”运算. 乘积项覆盖的“交”

运算用符号“”表示. 假设 1 1|X Y 和 2 2|X Y 是 2

个乘积项, 则 1 1 2 2( | ) ( | )X Y X Y 表示这 2 个乘积项

公共顶点组成的乘积项. 如果 2个乘积项不存在公

共顶点, 即 1 1 2 2( | ) ( | )=X Y X Y  , 则说明这 2 个乘

积项是不相交的.  

(4)乘积项之间的不相交锐积运算. 2个乘积项

之间的锐积运算定义为: 

1 1 2 2 1 1( | ) ( | ) ( | )  X Y X Y X Y  

1 1 2 2( | ) ( | ),X Y X Y  (3) 

其中: 表示乘积项之间的不相交锐积运算, 即

在乘积项 1 1( | )X Y 包含的最小项中减去 1 1( | )X Y 和

2 2( | )X Y 的公共最小项后得到的乘积项集合. 

假设 a, b 为单输出乘积项, 且 ( 1 ),   a b  

(1 0) , 则 

( 1 )  ( 1 ) (1 0)a b a a b             
{(01 ),(111)}.   (4) 

从式(4)可知, a b的结果为乘积项的集合, 

且集合中的 2个乘积项不相交.  

2个乘积项之间的不相交锐积运算的实现方法

参见文献[13]. 

2 逻辑覆盖的不相交锐积及算法实现 

假设 2个逻辑覆盖 A和 B分别有 T个和 S个

乘积项构成, 即 
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则覆盖 A与覆盖 B之间的不相交锐积可表示为:  
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其中: 运算
1 1

( ) ( )
S S

i j i i j
j j

a b a a b
 

     在算法实现

上可以通过乘积项 ai对覆盖 B 中的各个乘积项的

连续不相交锐积实现, 即 

1 2
1

( ) ( (( ) ) ).


      
S

i j i S
j

a b a b b b  (6) 

现在以 2 个单输出覆盖 1 { 01,1 1},A       

1 {000 ,11 }B     不相交锐积为例, 先实现乘积项

( 01)  与 B1 的不相交锐积, 再实现 (1 1)  与 B1

的不相交锐积. 其中:  

1( 01) (( 01) (000 )) (11 )=B            

{(1 01) (0101)} (11 )=     

{(1 01) (11 )} {(0101) (11 )}=        

{1001,0101} , 

同理可得 1(1 1) {10 1}B     . 所以 

1 1 {1001,0101} {10 1}=A B    

{1001,0101,10 1} . (7) 

图 1用卡诺图表示覆盖 A1与 B1不相交锐积过

程, 其中图 1(a)的卡诺图对应覆盖 A1, 图 1(b)对应
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覆盖B1, 图1(c)为 1 1A B 的结果. 在式(7)中由于乘

积项{1001}被{10-1}包含, 所以在图 1(c)中就没有

单独圈出{1001}. 从图 1可知, 2个逻辑覆盖 A1与

B1不相交锐积结果等于从覆盖 A1中除去与 B1相交

的部分, 即 1 1 1 1 1A B A A B    .  

 
(a)                 (b)                 (c) 

图 1  2个覆盖的不相交锐积运算示例 

算法 1 为逻辑覆盖的不相交锐积的算法实现, 

Pw和 Pv分别为逻辑覆盖 C1和 C2中的乘积项, 最

终覆盖 C1, 即为 1 2C C 的运算结果.  

算法 1  Two_covers_shp_dsj (C1, C2,) 

Input: The cubes sets of C1 and C2; 

Output: The cubes in C1=C1 C2; 

For any cube Pw in C1, and any cube Pw in C2,  

while ( w vP P  ){ 

1 1=( { }) ( )w w vC C P P P  ;} 

3 基于不相交锐积的逻辑函数错误率计算原理 

错误率的定义是导致错误的输入组合占总的

输入组合的比例. 对于一个输入个数为 n的逻辑函

数 f, 如果 Cerr 表示引起输出错误的乘积项集合, 

M[Cerr]表示 Cerr中的顶点个数, 则逻辑函数的错误

率 EER可以表示为: 

ER err( [ ] / 2 ) 100nE M C  % . (8) 

在利用近似计算技术实现逻辑函数优化时, 

可在错误约束下引入一定的错误项, 从而实现逻

辑表达式的简化. 逻辑函数乘积项的集合构成了 f

的逻辑覆盖, 用 Cf表示. 逻辑函数 f的近似函数定

义为 fa, 将 fa对应的乘积项集合定义为 Ca, 则 Cf与

Ca的差异部分就构成了错误乘积项集合 Cerr. 因此

Cerr包含两部分: 一部分属于 Cf, 但不属于 Ca; 另

一部分属于 Ca, 但不属于 Cf . 所以 Cerr可表示为:  

err f f a a a f( ) ( )=C C C C C C C      

f a a f( ) ( )C C C C  . (9) 

在 TB 逻辑中存在 1+x=1 的运算关系, 而 RM

逻辑中存在 1⊕1=0, 使得在 RM 函数中增加或删

去偶数个相同的乘积项不会改变 RM 逻辑的正确

性, 这导致 RM 逻辑在错误率计算方面不同于 TB

逻辑.  

以图 2 卡诺图为例, 取值为“1”的表示原始

的逻辑函数包含的最小项的组合.  

   
(a) 近似 TB逻辑函数         (b) 近似 RM逻辑函数 

图 2  近似逻辑函数对应的卡诺图示例 

图 2(a)是采用TB逻辑表示近似函数, 得 TBf   

1 2 3 4x x x x ; 图 2(b)采用RM逻辑表示近似函数, 得

RM 1 2 3 4f x x x x  . 虽然 fTB和 fRM包含的乘积项一

样, 但两者引起错误输出的最小项不一样. 图 2(a)

中有 2个, 分别标有“F”; 图 2(b)中只有 1个最小

项标有“F”, 而标有“T”的最小项被覆盖了 2

次, 考虑到 1⊕1=0, 因此标有“T”的最小项在 RM

逻辑中可以简化逻辑表达式, 而不会引入增加错

误率. 所以如果直接利用式(8)计算图 2(b)所示近

似RM函数的错误率, 而不对近似RM函数包含的

乘积项进行预处理, 就是将那些被偶数次包含的

最小项也统计到错误率计算中, 从而导致错误率

计算不准确. 因此, 在计算近似 RM 逻辑错误率时

必须去除 RM 函数中被偶数次包含的最小项. 为 

此, 本文在乘积项不相交锐积基础上引入乘积项

双不相交锐积操作, 实现 2个相交乘积项之间相交

部分的去除. 对于 2 个乘积项 p 和 q, 其双不相交

锐积定义为[14]: 

( ) ( )p q p p q q q p        

( ) ( )p q q p  . (10) 

以图 2(b)为例, 共有 2个乘积项, 1 (01 ),p     

2 ( 01)p    , 则 

1 2 {(01 ) ( 01)} {( 01) (01 )}=p p           

{011 ,0100} {1 01,0001}=   

{011 ,0100,1 01,0001}  . (11) 

对比不难发现, 式(11)中得到的 4 个乘积项对

应最小项实现了对图 2(b)中去掉标有“T”的最小

项的去除. 算法 2为实现 RM逻辑函数中去除被偶
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数次包含的最小项.  

算法 2  Double_shp_dsj_RM (CRM)  
Input: The products of RM function; 

Output: CRM after double sharp disjointed; 

For any two products and q in CRM; 
while ( p q   ){ 

RM RM=( { , }) ( )C C p q p q  ; } 

4 基于不相交锐积运算的错误率计算算法 

错误率计算的关键是找出原函数 f与近似函数

fa之间的差异. 这个差异可以通过比较 f 与 fa之间

的逻辑覆盖差异来求得, 也可以通过比较 f 与 fa包

含的最小项的不同来求得. 考虑到逻辑函数包含

的最小项数量与输入变量数成 2 的指数次方关系, 

因此随着输入变量数增加, 最小项的数量将急剧

增加, 导致基于最小项比较的方法的运算速度受

到严重影响, 所以错误率处理方法往往算法处理

速度慢, 且不能处理大电路. 本文提出的算法是基

于乘积项的不相交锐积展开的, 逻辑函数中的乘

积项的个数远小于最小项展开的个数, 因此本文

方法更适合处理大电路. 

算法 3 为基于不相交运算的逻辑函数错误率

算法实现, 其中 Cf为原函数的乘积项集合, Cap为

近似函数的乘积项集合, Cerr 为引起错误输出的乘

积项集合.  

算法 3  Get_error_cover( f ap err, ,C C C ) 

Input: Cf, Cap; 

Output: Cerr; 

Copy Cf to Ctmp; 

If Cap is in RM form, Then  

Double_shp_dsj_RM(Cap) ; //step 1 

Two_covers_shp_dsj ( f ap,C C ); //step 2 

Two_covers_shp_dsj ( ap tmp,C C ); //step 3 

err f apC C C  ; //step 4 

For any two products ,p q  in Cerr,  

while ( )p q  { 

if ( ),p q err err( )C C p  ; 

else 
err err( ) ( )C C p p q   ; }//step 5 

在 step 1中先判断近似逻辑函数是否采用 RM

形式, 如果为 RM 形式, 则利用双锐积运算实现被

偶数次覆盖部分的去除; step 2 到 step 4 是利用式 

(9)实现 Cf和 Cap覆盖差异比较, 得到错误覆盖; 在

step 5 中, 由于多个覆盖锐积后可能会存在相交的

乘积项, 因此本文利用乘积项之间的不相交锐积

将 Cerr中的乘积项转化为不相交乘积项, 方便 Cerr

包含的最小项数量的计算.  

假设错误覆盖 Cerr中有 w个不相交乘积项, 则

Cerr包含的最小项的计算方法为:  

err

1

0

2 | ,
i

w
v

P C
i

N





 
  
 
  (12) 

式中: 
err

2 |
i

v
p C 表示属于集合 Cerr 的不相交乘积项

Pi有 v个变量没有出现. 

以图 2所示函数为例, 图 2中的卡诺图取值为

“1”的覆盖对应的逻辑函数可表示为: 1 3 4f x x x   

1 2 3 1 2 3 4x x x x x x x , 因此 f 1 01,011 00{ 1},0C   . 如

果用 TB 逻辑来进行近似逻辑优化, 得到的函数可

由图 2(a)所示的卡诺图表示, 则 ap_TB 3 4 1 2f x x x x  , 

因此 ap ap_TB { 01,0 }1C C      . 由于Cap是TB逻

辑的乘积项集合, 因此不执行算法 3 中 step 1. 执

行 step 2 时, 由于 CfCap, 因此执行完 step 2 时

.fC   执行 step 3 时, ap tmp{ 01,01 },C C     

{1 01,011 ,0001},   因此 ap tmp {0101,010 }.C C    

由于乘积项 (0101)与 (010 ) 相交, 需要将其

转化为不相交乘积项 . 令 (0101), (010 ),p q    

由于 ,p q  所以 err err( ) (010 ).C C p     

利用式(12)得到 Cerr对应的最小项为 21=2. 考

虑到图 2(a)为 4变量逻辑函数, 因此图 2(a)对应的

错误率为 2/(24)=1/8.  

同理, 如近似逻辑函数为图 2(b)所示的 RM逻

辑, 则 ap_RM 3 4 1 2 ,f x x x x  ap ={ 01,01 }.C      执行

算法 3中 step 1后得 ap {1 01,0001,011 ,0100}.C     

执行 step 2 后, 得到
fC  , 原因是 f apC C . 

执行 step 3后, 得到 ap tmp {0100}C C  , 因此 errC   

(0100) . 考虑到 Cerr只有一个乘积项, 所以可以直

接计算错误率为 1/(24)=1/16. 对照图 2(a)和图 2(b),

上述 2个结论显然是正确的.  

5 实验结果分析 

为了测试所提出的逻辑函数错误率算法的性

能, 将该算法分别应用于基于近似计算的 TB 逻辑

电路和RM逻辑电路面积优化中. 测试算法用C语

言实现, 并在操作系统为Windows 10, CPU时钟频
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率为3.0 GHz, 内存为8 GB, i5 处理器的PC机上实

现. 测试电路为MCNC标准电路, 文件格式为PLA. 

对于输入变量数一定的 TB 逻辑函数, 构成该

函数的某个乘积项的字母数越多, 该乘积项包含

的最小项就越少, 因此, 删除该乘积项所引起的错

误率越少, 面积的优化效果越明显. 本文通过如下

方法得到近似函数: (1)先用 espresso综合工具实现

对原始 TB逻辑函数优化; (2)将优化后得到的乘积

项按照包含的字母数的多少排序; (3)删除包含字

母数多的前 10％乘积项, 并用所提出的错误率计

算方法得到近似 TB 逻辑的错误率. 实验结果见表

1. 在 RM 逻辑测试方面, 先将原始函数转换为零

极性下的 FPRM 函数, 再随机删除其中 10％的乘

积项, 然后用所提出的错误率计算方法计算近似

RM逻辑的错误率, 实验结果见表 2.  

表 1  基于不相交锐积运算的 TB函数错误率计算结果 

电路名 i/o NLts_esp NLts_app Dimp/% EER/% t/ms 

f51m 8/8 319 277 13.17 0.73 117 

amd 14/24 444 383 13.74 0.39 60 

ldd 9/19 72 57 20.83 0.37 9 

ibm 48/17 882 736 16.55 0.13 190 

ti 47/72 1 835 1 588 13.46 0.04 211 

in1 16/17 972 846 12.96 <0.01 90 

sao2 10/4 421 371 11.88 0.12 50 

x6dn 39/5 641 556 13.26 0.10 70 

cht 47/36 253 221 12.65 1.38 90 

ryy6 16/1 624 552 11.54 0.34 145 

表 2  基于不相交锐积运算的 RM函数错误率计算结果 

电路名 i/o NLts_FPRM NLts_app Dimp/% EER/% t/ms 

f51m 8/8 264 220 16.67 4.68 137 

amd 14/24 210 177 15.71 0.10 29 

ldd 9/19 6 227 2 321 62.73 6.22 118 

ibm 48/17 20 145 15 856 21.29 11.10 31 519 

ti 47/72 91 528 68 626 25.02 0.19 1 769 

in1 16/17 49 041 35 665 27.28 0.51 351 

sao2 10/4 13 013 5 005 61.54 5.39 2 410 

x6dn 39/5 108 085 71 006 34.31 2.16 1 350 

cht 47/36 594 518 12.79 3.21 129 

ryy6 16/1 624 471 24.52 2.09 387 

由于在基于近似计算的电路面积优化中, 电

路面积一般用逻辑表达式包含的字母数表示[15].

因此, 表 1和表 2也统计了逻辑函数近似优化前后

的字母数. 表中 /i o表示测试电路的输入和输出变

量数, NLts_esp表示 espresso 综合工具优化后函数电

路包含的字母数, NLts_FPRM表示零极性下 FPRM函

数包含的字母数, NLts_app表示近似函数电路包含的

字母数. EER为错误率, 用式(8)求得. Dimp表示通过

近似计算优化后逻辑电路的面积优化程度, 用式

(13)求得. 式(13)中 NLts_org 表示没有引入错误时逻

辑函数包含的字母数, 其在表 1 中对应的变量为

NLts_esp, 在表 2 中对应的变量为 NLts_FPRM, 算法运

行单位为 ms. 

Lts_org Lts_app

Lts_es
imp

p

.
N N

N
D


  (13) 

从表 1和表 2不难发现, 所提出的错误率方法

可以计算近似 TB逻辑函数和近似 RM逻辑函数的

错误率. 算法运行时间与待处理的逻辑函数的变

量个数无明显的关联, 算法可以实现输入变量数

大于 40 的逻辑函数. 算法的耗时与不相交锐积运

算执行的次数有关, 当函数包含的乘积项数较多

时, 耗时较长. 在计算 RM 逻辑函数的错误率时, 

需要用双锐积运算实现被偶数次覆盖部分的去除, 

再用不相交锐积实现错误率计算. 因此, 同一个电

路在转化成 RM后, 计算错误率的时间更长. 

6 结语 

本文提出了一种基于逻辑覆盖不相交运算的

逻辑函数错误率的计算方法, 分别实现 TB 逻辑函

数和RM逻辑函数的错误率计算. 该方法的核心是

利用逻辑覆盖不相交算法实现近似函数和原始函

数逻辑覆盖的差异的求解, 进而实现函数错误率

的计算. 由于在RM逻辑中删除或增加偶数次相同

逻辑覆盖不改变逻辑准确性, 因此在RM函数错误

率计算中提出了利用双锐积运算实现 RM 逻辑覆

盖中偶数次覆盖消除方法, 进而实现RM逻辑错误

率的计算. 从实验结果看, 提出的算法可以处理输

入变量数超过 40 的大函数, 并且算法的运算速度

与待处理的函数的输入变量数没有明显的关联.  
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Error rate calculation of logic functions using disjoint sharp product operation 

YING Qiuhong, WANG Lunyao*, CHU Zhufei, XIA Yinshui 
( Faculty of Electrical Engineering and Computer Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In this paper an error rate calculation algorithm for two logic functions is proposed by comparing the 
differences between their logical covers. The algorithm mainly includes the disjoint sharp product operation and 
the double sharp product operation of logical covers, which are employed for the two covers disjointed operation 
and the common part deletion respectively. Using the proposed algorithm, the difference of the logical covers 
between two TB logic functions, or RM logic functions, are extracted and the error rate can be obtained by 
calculating the number of minterms in the extracted cover. The proposed algorithm is implemented in C and 
tested under MCNC benchmarks. The experimental results show that the proposed algorithm can carry out the 
error rate calculation for both TB functions and RM functions. Furthermore, it runs faster and is more efficient 
for large functions.  
Key words: approximate computing; error rate calculating; logic optimization 
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