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摘要: 群是描述基于结合律的对称性的基本代数结构. 为了表达更一般的对称性(或变异对称性), 

群的概念被以各种方式推广. 循环结合广群(CA-广群)是以非结合环、左弱 Novikov 代数和 CA- 

AG-广群为背景, 基于循环结合律的代数结构, 对于探讨低阶 CA-广群及其分类进而深入研究

CA-广群具有重要意义. 本文介绍了 CA-广群、中智扩展三元组群(NET-群)等基本概念及其基本

性质, 并借助Matlab软件设计计算程序得到了全部 3阶和 4阶不同构的CA-广群, 也给出其完全

分类. 
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在代数系统中, 结合运算往往对应着某种非

结合运算, 甚至相互决定, 例如交换群上的加法与

减法相互决定, 域上非零元的乘法与除法相互决

定, 数域上矩阵代数的加法和乘法对应着李运算. 

众所周知, 所谓广群(groupoid)就是在非空集合 X

中引进某种二元运算的一种代数系, 也称群胚[1]. 

对于代数运算, 结合律非常重要, 它描述了运

算的对称性. 根据结合律, 将群的概念作为描述对

称性的基本代数结构来研究. 为了表达更一般的

对称性(或变异对称性), 群被以各种方式推广, 例

如正则半群[2]、广义群(generalized group)[3]、中智

三元群[4]、AG-广群(Abel Grassmann’s groupoid)[5]、

循环结合广群(Cyclic Associative groupoid, 简称为

CA-广群)[6]等. 

在非结合环、非结合代数、图像处理和网络等

诸多领域, 非结合性具有重要的研究意义. 早在

1954年, Sholander[7]就使用了“循环结合律”(Cyclic 

Associative Law)这一术语. 之后, 循环结合律在多

个代数系统中被研究. Kleinfeld[8]、詹建明等[9]、

Behn等[10]、Iqbal等[11]、Zhang等[6]研究了满足(对

偶)循环结合律的环和相关代数系统, 得到了一些

比较有用的结果.  

本文重点研究 3阶和 4阶 CA-广群, 并给出其

完全分类. 

1 预备知识 

定义 1[1] 设 S是一个非空集合, “”是 S中的

一个二元运算, 则称(S, )是一个广群. 

定义 2[6] 一个广群(S, )称为循环结合广群, 如

果a, b, c  S, 恒有 a(bc) = c(ab) (循环结合律). 

循环结合广群简称为 CA-广群, 这里的“”经
常省略不写. 由 a(bc)=c(ab), c(ab)=b(ca)有 a(bc)= 

b(ca), 所以, 循环结合律也经常被写成a, b, cS, 

恒有 a(bc)=b(ca). 循环结合律的对偶形式如下: 

a, b, c  S, 恒有(cb)a=(ba)c,  

或者(cb)a=(ac)b. 

需要说明的是，文献[12]中定义的轮 广群与

定义 2中的循环结合广群涵义相同. 文献[6]中对循

环结合群讨论的更加详细深入, 并且通过多个文

献说明了循环结合律的研究渊源及其广泛研究价

值, 加之早在 1954年就有“循环结合律”术语[7], 因

此本文沿用文献[6]中循环结合广群(CA-广群)的说

法. 

定理 1[6] (1)每一个交换半群都是一个 CA-广
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群(S, ); (2)设(S, )是一个 CA-广群. 如果(S, )是可
交换的, 那么(S, )一定是交换半群. 

定义 3[13]  Abel-Grassmann 广群(以下简称为

AG-广群)指满足条件(ab)c=(cb)a的广群.  

该名称是由 Stojan Bogdanovic 在法国尼斯的

一次学术研讨会上建议的, 首次出现在文献[13]中. 

此广群又称为左几乎半群[14](简称 LA-半群)或左反

转广群[15]或右模广群[16]. 

定理2[17] 对任意的AG-广群(S, ), 中间律成立, 

即 

a, b, c, d  S, 恒有(ab)(cd)=(ac)(bd). 

定义 4[4] 设 S是一个非空集合, “”是 S中的

一个二元运算. 如果 

aS, neut(a), anti(a)S, 

使得 

neut(a)a=aneut (a)=a, anti(a)a=aanti(a)= 

neut(a), 

则(S, )称为中智扩展三元组集, neut(a)称为元素 a

的中性元, anti(a)称为元素 a 的反元, (a, neut(a), 

anti(a))称为中智扩展三元组. 

定义 5[4] 设(S, )是一个中智扩展三元组集, 如

果: 

(1)二元运算“”在 S中是封闭的, 即a, bS, 

有 abS;  

(2) (S, )是结合的, 即a, b, c  S, 有(ab)c = 

a(bc).  

那么 , (S, )称为中智扩展三元组群(简称为

NETG). 

定义6[18] 设(S, )是一个半群, 如果存在S上的

一 元 运 算 : a|a1, 使 得 (a1)1=a, aa1a=a, 

aa1=a1 a , 则称(S, )为完全正则的. 

定理 3[19]  设(S, )是一个广群. 那么(S, )是中
智扩展三元组群当且仅当它是完全正则半群. 

2 三阶 CA-广群 

设 S={a,b,c}, “”是 S中的一个二元运算, 那

么所有可能的运算表有 39=19683种. 图 1是判断 2

个运算表是否同构的程序, 图 2则是找出所有非同

构运算表的程序.  

借助Matlab 2019a软件, 经 167.97 s得到非同

构的运算表有 3 330种.  

其运行命令为:  

tic; T=[]; for k1=1:3; for k2=1:3; for k3=1:3; 

T=[T;[k1,k2,k3]]; end; end; end 

s=0; for k1=1:27; for k2=1:27; for k3=1:27; s= 

s+1; T_all{s}=T([k1,k2,k3],:); end; end; end 

F=perms(1:3); F=F(1:factorial(3)-1, :); T_nois= 

table_nonisomor(T_all, F); toc 

图 3 是判断运算表是否满足循环结合律的程

序, 图 4则是找出所有 CA-广群的程序.  

function true=condition_CA(T) 

n=length(T(:, 1)); true=1; 

for a=1:n; for b=1:n; for c=1:n 

  if T(a, T(b, c))~=T(c, T(a, b)) 

    true=0; return ;end; end; end; end 

图 3  判断运算表是否满足循环结合律 

function CA=CA_groupoid(T_nois) 

lt=length(T_nois); s=0; 

for i=1:lt  

  T=T_nois{i}; t=condition_CA(T) 

  if t==1; s=s+1; CA{s}=T; end; end 

图 4  计算所有 CA-广群 

借助Matlab 2019a软件, 经 0.02 s得到非同构

的三阶 CA-广群有 18个.  

function true=condition_isomor (T1, T2, F) 

 [m, n]=size (T1); nf=length (F(:, 1)); true=0; 

for i=1:nf; f=F(i, :); t=0; 

  for x=1:m 

    for y=1:n; if T2(f(x), f(y)~=f(T1(x, y)~=f(T1(x, y)) 

      t=1; break; end; end 

    if t==1; break; end; end 

  if t==0; ture=1; return; end; end 

图 1  判断 2个运算表是否同构 

function T_nois=table_nonisomor(T_all, F) 

lt=length(T_all); s=0; I_iso=ones(1, lt); 

for i=1:lt-1; T1=T_all{i}; 

  for j=i+1:lt 

    T2=T_all{j}; t=condition_isomor(T1, T2, F); 

    if t==1; I_iso(i)=0; break; end; end; end; 

for i=1:lt 

  if I_iso(i)==1; s=s+1; T_nois{s}=T_all{i}; end; end 

图 2  计算所有非同构运算表 
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其运行命令为: 

tic; CA=CA_groupoid(T_nois); toc 

定理 4 不同构的三阶广群一共有 3 330个, 其

中 CA-广群有 18个. 

图 5是判断运算表是否满足结合律的程序, 图

6则是找出所有 CA-半群的程序.  

function true=condition_associ(T) 

n=length(T(:, 1)); true=1; 

for a=1:n; for b=1:n; for c=1:n 

  if T(T(a, b), c)~=T(a, T(b, c)) 

    ture=0; return; end; end; end; end 

图 5  判断运算表是否满足结合律 

function CA_SG=CA_semigroup(CA) 

lt=length(CA); s=0; 

for i=1:lt 

  T=CA{i}; t=condition_associ(T) 

  if t==1; s=s+1; CA_SG{s}=T; end; end 

图 6  计算所有 CA-半群 

借助Matlab 2019a软件, 经0.009 s得到非同构

的三阶 CA-半群有 12个.  

其运行命令为:  

tic; CA_SG=CA_semigroup(CA); toc 

图 7 是判断元素是否存在单位元和逆元的程

序, 图8是判断运算表是否为CA-NET-广群的程序, 

图9是找出所有CA-NET-广群的程序. 借助Matlab 

2019a软件, 经 0.03 s得到非同构的三阶 CA-NET-

广群有 5个. 

其运行命令为: 

tic; CA_NET=CA_neextr(CA); toc 

定理 5 不同构的三阶 CA-广群共 18个, 详细 

function nean=condition_nean(T, a) 

n=lenth(T(:, 1)); nean=0; 

for p=1:n 

  if T(a, p)==a && T(p, a)==a 

    ne=p; 

    for q=1:n 

      if T(a, q)==ne && T(q, a)==ne 

        nean=1; return; end; end; end; end 

图 7  判断元素是否存在中性元和反元 

function true=condition_neextr(T) 

n=length(T(:, 1)); true=1; 

for a=1:n 

  nean=condition_nean(T, a) 

  if nean==0 

    true=0; return 

  end 

end 

图 8  判断是否为 CA-NET-广群 

function CA_NET=CA_neextr(CA) 

lt=length(CA); s=0; 

for i=1:lt 

  T=CA{i}; t=condition_neextr(T) 

  if t==1 

    s=s+1; CA_NET{s}=T; 

  end 

end 

图 9  计算所有 CA-NET-广群 

分类如下: (1)非交换 CA-广群 6个，它们都不是半

群; (2)可交换CA-广群 12个，它们都是半群, 其中， 

7个不是CA-NET-群(可换正则半群), 5个CA-NET- 

群(包括 1个循环群).  
 

 a b c   a b c   a b c  a b c  a b c   a b c 

a c b b  a c b b  a c c c a c c c a c c c  a c c c 

b b b b  b c b b  b b c c b b c c b c a c  b c c c 

c c b b  c c b b  c b c c c c c c c c a c  c c a c 

图 10  非交换 CA-广群的运算表 

 a b c   a b c   a b c  a b c  a b c  a b c   a b c

a c b c  a c b c  a c c b a c c c a c c c a c c c  a c a c

b b b b  b b c b  b c c b b c a c b c b c b c c c  b a b c

c c b c  c c b c  c b b c c c c c c c c c c c c c  c c c c

图 11  CA-半群的运算表 
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图 10中是 6个不同构三阶非交换 CA-广群的

运算表, 图 11、图 12、图 13 是不同构三阶可换

CA-广群的运算表, 其中, 图 12 是三阶 CA-NET-

群的运算表, 图 13是三阶循环群的运算表. 
 

 a b c   a b c   a b c   a b c

a a b c  a c a a  a c b a  a a c c

b b b c  b a b c  b b b b  b c b c

c c c c  c a c c  c a b c  c c c c

图 12  CA-NET-群的运算表 
 

 a b c 

a c a b 

b a b c 

c b c a 

图 13  CA-NET-循环群的运算表 

3 四阶 CA-广群 

设 S={a, b, c, d}, “”是 S中的一个二元运算, 

那么所有可能的运算表有 416=4294967296 种. 其

中, {aa, ab, ac, ad}的所有可能运算集只有 44= 

256种, 图14是找出所有这种非同构运算集的程序, 

其中, 判断 2个运算集是否同构的程序如图 1所示.  

借助Matlab 2019a软件, 经0.05 s得到{aa, ab, 

ac, ad}的非同构运算集有 52种.  

其运行命令为: 

tic; F=[ones(factorial(3), 1), perms(2:4)]; F=F(1: 

factorial(3)-1,:); aset=set_noniso(F); toc 

function aset=set_noniso(F1) 

aset=[1, 1, 1, 1]; 

for k1=1:4; for k2=1:4; for k3=1:4; for k4=1:4 

  T1=[k1, k2, k3, k4]; l=length(aset(:, 1)); t1=1; 

  for j=1:1; T2=aset(j, :); t2=condition_isomor(T1, T2, F1); 

    if t2==1; t1=0; break; end; end 

  if t1==1; aset=[aset; T1]; end; end; end; end; end 

图 14  计算{aa, ab, ac, ad}的所有非同构运算集  

function CA=Table_all(aset, F) 

[m, n]=size(aset); CA{1}=ones(n); s=1; T1=zeros(n); ln=4^3; 

T=[]; for k1=1:n; for k2=1:n; for k3=1:n; T=[T; [k1, k2, k3]]; end; end; end 

for i=1:m; T1(1, :)=aset(i, :); 

  if T1(1, 1)==1; for c=2:n; T1(c, 1)=T1(1, T1(1, c)); end 

    for k1=1:ln; for k2=1:ln; for k3=1:ln; T1(2:n, 2:n)=T([k1, k2, k3], :); t1=condition_CA(T1); 

      if t1==1; t2=1; for j=1:s; T2=CA{j}; t3=condition_isomor(T1, T2, F); 

        if t3==1; t2=0; break; end; end; if t2==1; s=s+1; CA{s}=T1; end; end; end; end; end 

  else; for c=2:n; T1(c, 2)=T1(1, T1(1, c)); end 

    for k1=1:ln; for k2=1:ln; for k3=1:ln; T1(2:n, [1, 3, 4])=T([k1, k2, k3], :); t1=condition_CA(T1); 

      if t1==1; t2=1; for j=1:s; T2=CA{j}; t3=conditon_isomor(T1, T2, F); 

        if t3==1; t2=0; break; end; end; if t2==1; s=s+1; CA{s}=T1; end; end; end; end; end; end; end 

图 15  计算所有 CA-广群 

funciton [CA_C, CA_NC]=CA_con(CA) 

lt=length(CA); n=length(CA{CA{1}(1, :)); s1=0; s2=0; 

for i=1:lt; T=CA{i}; t=1; 

  for a=1:n-1 

    for b=a+1:n; if T(a, b)==T(b, a); t=0; break; end; end 

    if t==0; break; end 

  end 

  if t==1; s1=s1+1; CA_C{s1}=T; else; s2=s2+1;  

    CA_NC{s2}=T; end 

end 

图 16  计算所有(非)交换 CA-广群 
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图 15 是找出所有 CA-广群的程序, 其中判断

是否满足循环结合律的程序如图 3所示, 判断 2个

运算表是否同构的程序如图 1所示. 

借助Matlab 2019a软件, 经28.92 s得到非同构

的四阶 CA-广群有 256个. 

其运行命令为: 

tic; F=perms(1:4); F=F(1:factorial(4)-1, :); CA= 

Table_all(aset, F); toc 

图 16 是根据可交换性对 CA-广群进行分类的

程序, 还可以利用图 5~图 9的程序对四阶(非)交换  

CA-广群进行分类. 

借助Matlab 2019a软件, 经 0.04 s得到非同构

的四阶 CA-NET-可换半群 16 个, 四阶非交换半群

4个. 

其运行命令为:  

tic; [CA_C, CA_N]=CA_com(CA); SG_N=CA_ 

semigroup(CA_N); SG_C=CA_semigroup(CA_C); 

NET_C=CA_neextr(CA_C); toc 

定理 5 不同构的四阶CA-广群共 256个, 详细

分类如下: 

(1)非交换 CA-广群 198 个, 其中 4 个是 CA-

半群、其余 194个均不是半群; 

(2)可交换 CA-广群 58 个, 它们都是半群, 其

中 42 个不是 CA-NET-群(可换正则半群), 16 个是

CA-NET-群(包括 2个群，其中 1个是循环群).  

图 17 则是不同构四阶非可换 CA-半群的运算

表, 而图 18是不同构四阶可换正则半群的运算表.  
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Low-order CA-groupoids and resulting classification 

MAO Xiaoyan1,2, TEMUER Chaolu2* 
( 1.College of Information Engineering, College of Science and Technology of Ningbo University, Ningbo 315300, China; 

2.College of Arts and Sciences, Shanghai Maritime University, Shanghai 201306, China ) 

Abstract: Group is the basic algebraic structure that describes symmetry based on associative law. In order to 
express more general symmetry (or variation symmetry), the concept of group is generalized in various ways. 
Cyclic associative groupoid (CA-groupoid) is the concept proposed based on the law of cyclic association and 
the background of non-associative ring, left weakly Novikov algebra and CA-AG-groupoid. It is of great 
significance to explore low-order CA-groupoid and their classification for the further study of CA-groupoid. In 
this paper the basic concepts are first introduced, and the triplet group (NETG) is extended with properties of 
CA-groupoids and neutrosophic. Next, a calculation program is designed using Matlab software to obtain all 
non-isomorphic CA-groupoids of order 3 and order 4. Finally the complete classification is determined. 
Key words: cyclic associative grouplid (CA-grouplid); neutrosophic extended triplet group (NETG); CA-NET- 
groupoid; classification 
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