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基于 Born-Markov 方程的生物分子间纠缠演化计算 
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（宁波大学 物理科学与技术学院,  浙江 宁波 315211） 

摘要: 本文利用 Born-Markov 方程计算并分析了两个生物分子间的纠缠演化问题. Born-Markov
方程摒弃了传统方程中的久期近似, 并且重新计算了环境算符关联函数的傅里叶变换. 计算表

明, 与经典的 Lindblad 方程相比, Born-Markov 方程得到的结果更加符合预期. 考虑两个相互耦

合的发色团对(一种吸光分子)与一个多模的马尔可夫环境相互作用, 发现相比于不对称的生物

分子, 对称的生物分子能够大大增加量子纠缠的持续时间. 
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越来越多的研究表明, 生物分子间的能量传

输是一个量子动力学过程[1-3]. 这一认识为微观世

界中能量传输的研究提供了广阔的空间. 这些对

基本原理的探索将有助于阐明在各种光合作用系

统中能量传输的微观机理. 最终, 人们期望发明出

能有效传递能量的材料. 实验证明, 能量传输的高

效性可归因于不同分子间的量子相干性以及量子

纠缠[4-5].  
纠缠是量子力学最令人困惑的特征之一 [6-7]. 

开放量子系统的纠缠动力学行为已经引起了广泛

的关注, 因为它不仅是量子物理与经典物理的本

质差别 [8], 也是一些量子系统中的核心问题 [9-11]. 
通常两个量子系统相互作用可以产生纠缠 [12-13], 
但是纠缠一般很脆弱. 所以, 纠缠在这些系统中能

存在多久以及纠缠如何影响分子间的能量传输成

为了人们关注的问题. 为了回答这些问题, 有必要

对纠缠的动力学演化进行更深入的研究. 量子纠

缠能大大提升捕光分子化学反应中心的能量传输

效率[14-15]. 在某些环境中, 两个相互耦合的发色团

对会出现纠缠猝死(ESD)和纠缠猝生(ESB)现象. 
然而, 目前还不清楚导致 ESD 和 ESB 现象的物理

机制是什么. 

本文研究了两个发色团对在热噪声环境下的

纠缠动力学 . 分别使用 Born-Markov 方程 [16]和

Lindblad 方程计算分析了两个对称的二能级发色

团对分子在马尔科夫环境下的纠缠演化. 同时还

对两个不对称的发色团对的纠缠演化进行了研究. 

1 Born-Markov 方程 

两个耦合强度为 J 的发色团对处于热噪声的

环境中, 其哈密顿量可以描述为[17] 
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式中: i 为发色团对内部的耦合强度; ,x i 、 ,y i 、

,z i 为第 i 个发色团对的泡利算符; kb 和 †
kb 分别为

第 k个热噪声模的湮灭算符和产生算符; kc 为系统

与环境的耦合强度; k 为环境谐振子的频率. 下

文中 , 利用谱密 度函数 2( ) [ /(2 )]k k kk
J c m    

( )k   来描述量子热噪声环境的所有信息. 这

里, 选择环境谱密度为洛伦兹谱,  
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式中:  为正比于系统-环境耦合强度的参数; 
为热噪声环境谱密度的宽度, 与环境热噪声的相

关时间有关, 即 c 1/t  ; 0 为特征频率. 
利用 Born-Markov 方程计算约化密度矩阵的

动力学演化. 系统-环境哈密顿量的一般形式可以

写成 
s b sbH H H H   , (3) 

式中, sH 、 bH 、 sbH 分别为系统、环境、系统环

境之间相互作用的哈密顿量. 令 

0 s b I sb I, ,H H H H H H S E 


     , (4) 

式中: 0H 为整个系统的自由哈密顿量; IH 为相互

作用哈密顿量; S 和 E 分别为系统和环境算符, 
它们的相互作用表象形式为 
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基于 Born 近似和 Markov 近似, 可以得到薛定

谔表象的 Born-Markov 方程,  
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其中 b b( ) Tr { ( ) }W E E     为环境热噪声的时

间关联函数. 假设不同模的环境热噪声的时间关

联 函 数 为 0, 即   时 , ( ) 0W   , 所 以 令

( ) ( )W W   . 根据文献[18], 假设热噪声环境

是玻色环境, 满足玻色-爱因斯坦分布, 可以求出

( )W  ,  
( ) ( ) i ( )W        .  (8) 

为了实现对多能级系统的数值求解, 文献[16]
提出了一种可计算形式的 Born-Markov 方程. 首先

求出 sH 的对角化形式 sH , 并得到对角化的哈密顿

量主方程. 非对角化哈密顿量 sH 的约化密度矩阵

的演化可通过求解对角化的哈密顿量 sH 的 Born- 
Markov 方程得到.  
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其中算符满足如下关系: 
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于是, 可以利用对角化的哈密顿量 0H 来计算

相互作用表象下的 
S , 
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式中: mnS 表示 
S 的矩阵元; ( )mn 表示一个只在

矩阵元(m,n)拥有值并且大小为1的矩阵. 为了方便

计算, 将矩阵元 ( )mnS  以及相应矩阵 ( ) ( )mn
 S 表

示成如下形式: 
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式中, mn n m    , n 是哈密顿量 sH 的本征值. 
通过式(12)易得, ( )mn

x
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在环境谱密度取洛伦兹谱且不考虑二阶极点

的情况下, mnD 、 mn
 、 mnf 、 mn

 可以精确计算[16]. 
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式中, B2 πn n k T  . 综上, 将式(13)代入式(9), 可

以得到在薛定谔表象下可计算形式的 Born-Markov
方程,  
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最后利用幺正变换, 将对角化哈密顿量 sH 系

统回到非对角化的哈密顿量 sH 系统. 在非对角化

的哈密顿量下, 约化密度为 
1

s s( ) ( )t V t V   . (17) 

可计算形式的 Born-Markov 方程可以用来求

解一般的开放多能级系统. 由于没有使用久期近

似, 并且对系数进行了精确的计算, 相比于传统的

Lindblad 方程, Born-Markov 方程包含了更多的信

息. 这对更好地模拟开放系统态的演化有着非常

重要的意义, 特别是在计算两体纠缠演化、量子关

联等问题时具有巨大的优势.  

2 两个对称发色团对的纠缠 

Lindblad 方程由于形式简洁而被广泛用于求

解量子开放系统[19-20]. 其形式为 

s s s
d ( ) i[ , ( )] ( ) ( )
d

t H t L t t
t
     ,  (18) 

式中, ( )L t 是一个超算符,  
†
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式中, iA 和 †
iA 是 Lindblad 算子. 利用前面得到的

Born-Markov 方程和 Lindblad 方程, 通过数值方法

计算两个相同的发色团对系统的动力学演化.  
首先计算发色团对开放系统的约化密度矩阵

的演化 . 根据文献[21-22], 选择以下参数 , T   
300 K, 500  , 0 2 / 3  , 100J  , 1 2    

500 cm-1, 并且选择初态 0
1 ( 01 10 )
2

   , 

系统的约化密度矩阵元 11( )t 和 22 ( )t 的时间演化

如图 1 所示, 可见图 1(a)所示的退相干时间更长.  

 

 
图 1  约化密度矩阵元的演化 

接下来计算基于上述两个发色团对约化密度

动力学的纠缠演化. Wootters 等[23]首先于 1998 年提

出 ( )C t 的概念, 可以通过计算 ( )C t 来描述二体纠

缠度.  
4

1 2 3 4
1

( ) Max{0,2Max{ , , , } }i
j

C t     

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式中 , i 为厄密算符 s s sR     的本征值 , 
定义 *

s s( ) ( )y y y y        , y 是泡利算符 , 
*
s 是约化密度矩阵 s 的复共轭. 于是可以画出

( )C t 的演化(图 2). 这里使用了与上一步相同的系

数和初态.  
在图 2(a)中, 可以清楚地看到 ESD 和 ESB 现

象, 而且纠缠持续的时间远远长于图 2(b)中的纠缠

演化. 对比图 1 与图 2, 可以看到纠缠的存活时间

略微短于系统的退相干时间.  

 
图 2  C(t)随时间的演化 
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3 不对称发色团对的纠缠 

在一些生物分子中, 量子纠缠效应能够存在

相当长的时间. 那么, 是什么因素造成了长寿命的

量子纠缠效应？一些研究表明, 生物分子所处的

特殊环境会有益于纠缠的产生[4-5,14-15]. 本文发现

两个发色团对越相似, 它们之间的纠缠能够保持

得越久.  
为了研究这一问题 , 计算中参数设置如下 : 

T  300 K, 500  , 0 2 / 3  , 100J  , 并选

取初态 0
1 ( 01 10 )
2

   . 然后比较 1 与 2

取不同差值时两个不对称的发色团对的纠缠演化. 
这里固定 2 不变, 通过调节 1 的值来控制 1 与 2
的差值.  

图 3 中, 固定 2 为 500 cm-1, 然后依次取 1   
400、300、200、100 cm-1. 由图 3 可知, 两个发色团

对越不对称, 生物分子之间保持纠缠的时间越短.  

 
图 3  1 与 2 取不同差值时 C(t)随时间的演化 

4 结论 

本文利用 Born-Markov 方程计算了两个不对

称的发色团对的纠缠演化. 相比于 Lindblad 方法, 
未使用久期近似的 Born-Markov 方程能够更准确

地描述系统的纠缠现象. 本文结果与文献[24]中使

用路径积分方法得到的计算结果相吻合, 但是大

大减少了计算量. 并且本研究还观察到了系统的

ESD 和 ESB 现象, 说明 Born-Markov 方程用于研

究量子系统的纠缠演化动力学具有可行性. 最后, 
计算发现生物分子的对称结构能够大大增加量子

纠缠的持续时间. 这可为以后研发高效率能量传

输材料提供一些理论依据.  
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Computation of entanglement evolution between biomolecules based on 
Born-Markov equation 

LIAO Changyao, LIANG Xianting* 
( Faculty of Physical Science and Technology,  Ningbo University,  Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In this paper Born-Markov equation is used to calculate and analyze the entanglement evolution 
between two biological molecules. The Born-Markov equation abandons the secular approximation used in the 
traditional equation and recalculates the Fourier transform of the environmental operator correlation function. 
Comparing with the classical Lindblad equation, the results obtained by the Born-Markov equation are more in 
line with expectations. In this paper, the interaction of two coupled chromophore pairs (an absorptive molecule) 
with a multimode Markov environment is taken into consideration. Finally, it is found that the symmetric 
structure of biological molecules can greatly enhance the duration of quantum entanglement as compared with 
that of the asymmetric biological molecules. 
Key words: Born-Markov equation; entanglement; chromophore pairs; quantum open system 
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