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基于黎曼度量张量的各向异性网格划分算法研究 
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摘要: 由于实际中某些复杂性工程问题的解具有各向异性的特点, 为采用更少的网格单元数及

更好的单元质量来进行有限元分析, 以实现高效求解, 各向异性剖分单元则是一种有效的前处

理技术. 因此为生成高质量各向异性网格, 首先在给定黎曼度量的基础上形成各向异性背景网

格, 然后通过各向异性 Delaunay原则进行边交换, 再基于力平衡实现节点的光滑平顺, 由标准化

面积和标准化边长规定节点的添加与删除, 以及节点近似投影的边界约束, 得到一个与具有方

向性问题相匹配的网格. 最后通过 3 个实例验证给出的各向异性网格划分算法的可行性.  
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有限元是现代科学中解决复杂问题的有效方

式, 通常由建立几何模型和网格划分(前处理)、计

算求解、结果处理和评定(后处理)三部分组成[1]. 
各阶段所占的时间比一般为 40%~60%、5%~10%、
30%~50%. 其中网格划分是前处理中极其关键的

一步, 可以较大程度地影响到最终有限元计算结

果的准确性和有效性. 对于某些工程问题, 例如计

算具有方向性的高分子黏性流体流动问题时, 使
用各向异性网格可以更高效地解决问题.  

已有学者通过各种方式来研究各向异性网格

生成算法. Simpson[2]提出基于各向同性网格进行

坐标变换的各向异性非结构网格生成算法, 但该

算法只适用于常数度量的情形且对边界需要另外

处理. Bossen 等[3]提出一种柔顺网格生成方法, 在
插点、删点的迭代过程中进行网格光滑, 其结点光

滑函数是基于节点相互作用力的平衡而建立的; 
Du 等[4]提出 ACVT(Anisotropic Centroidal Voronoi 
Tessellation)划分的各向异性网格光滑算法, 该算

法基于对偶剖分的原理生成了各向异性 Delaunay
三角化网格. 关振群等[5]将 AFT(Advancing Front 
Technology)和二分法相结合, 生成二维各向异性

网格. 还有学者为表达各向异性网格的特性, 引用

黎曼度量张量场(Riemannian Metric Tensor Field)来
描述网格节点的方向场和尺寸场信息 , 例如

Borouchaki 等[6]给出了在黎曼空间中实现二维平面

区域的各向异性网格生成算法, 具体实现时采用

AFT 产生新节点, 在黎曼空间中用 Delaunay 原则

进行边交换, 最终形成各向异性网格. 粟一凡等[7]

提出在各向异性背景网格中通过力平衡函数优化

节点来生成各向异性网格.  
本文拟通过引入黎曼度量 , 结合各向异性

Delaunay 原则, 基于力平衡的节点光滑平顺和节

点的近似投影边界约束在计算软件包 MATLAB 中

生成高质量的各向异性三角化网格.  

1 各向异性基础 

各向同性网格和各向异性网格都是相对于度

量空间的. 如定义在欧氏空间度量场中的各向同

性网格, 网格节点沿任意方向的尺寸值相同; 但对

于欧氏空间度量场中的各向异性网格而言, 网格

节点沿特征向量的尺寸值是不同的; 而在黎曼度

量张量场中, 各向异性网格节点沿任意方向的尺

寸值都是一样的. 因此三角形网格划分算法可通

过引入黎曼度量以实现各向异性的划分[8-10].  
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各向异性度量的定义为给定二维区域 上存

在黎曼度量 M, 其为对称正定矩阵, 将其进行正交

分解如下: 
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式中: 为尺寸场; 1 和 2 为特征值; 1 2,h h 是在

向量方向的期望尺寸; E为方向场; 1e , 2e 为单位

正交化特征向量;  为旋转角度函数(图 1).  

 
图 1  黎曼度量矩阵控制下的椭圆 

假如 上有两点 p和 q距离足够小, 则两点

间的度量变化细微, 则可以求得两点在给定度量

场中的近似距离:  
T

avg( , )ML p q pq M pq
 

 , (2) 

式中: avg ( ( ) ( ))/2M M p M q  是两点度量平均值.  
同样, 可以给出在给定度量场中的近似三角

形面积公式: 

avg( ) det( ( )) ( )M abc abc abcS M S      

avg
1 det( ( ))( ) ( )
2 abcM b a c a    , (3) 

式中: 

avg
( ) ( ) ( )( )

3abc
M a M b M cM  

  , ( )abcS  是

abc 在 Euclid 的面积. 

各向异性网格质量公式为:  
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式中: ( )MS t 由式(3)给出; ( )M iL t 由式(2)给出的三

角形边长. 当 tq =1 时, 即三角形在当前度量下为

等边三角形. 为比较网格优劣, 使用平均网格质量

avgq 作为判定依据, 且设网格总数为 N , 

avg
1

1 N

t
t

q q
N 

  . (4) 

同时将黎曼度量引入到 Delaunay 原则中实现

边翻转, 推出各向异性Delaunay原则[11]. 如图 2所
示, 三角形 abc 和 acd 组成一个四边形 abcd , 在
abcd上定义局部常度量为: 

avg
( ) ( ) ( ) ( )

4
M a M b M c M dM   

 . 

 
图 2  黎曼度量场中的边翻转 

那么各向异性 Delaunay 原则为: 
T

avgbc ba da M dc
      

 
 

T
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. (5) 

当式(5)成立 , 即在黎曼度量场中的 abc   
πadc  时, 交换边 ac为bd (图 2).  

2 各向异性网格划分算法 

为实现二维变度量各向异性网格划分, 首先

依据黎曼度量和设定的背景网格尺寸值, 在给定

隐函数的区域中生成具有各向异性特征的网格; 
再由节点间的力平衡来优化结点位置, 之后判定

是否需要增加或删除节点, 并以近似投影来实现

边界约束; 最终生成优质的各向异性三角网格.  
主要算法实现框架如下:  
(1)在给定区域内创建均匀的节点分布, 隔行

交错移动, 然后将边界外的节点删除.  
(2)对剩余节点进行各向异性 Delaunay 三角划

分, 并建立各个三角形对应邻居的数据结构.  
(3)进行主循环. ①以各向异性 Delaunay 原则

进行边翻转算法, 同时更新邻接结构. ②对划分后

的三角形重心进行判定, 移除在边界外的三角形, 
同时更新邻接结构. ③节点的光滑平顺. (a)计算出

三角形各边在黎曼度量张量场中边长; (b)以力平

衡函数计算出各边所受力的大小; (c)将各边的力拟
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合到各个节点上, 计算出各个节点的合力, 得出新

节点; (d)判定原节点与新节点所形成线段是否与

原网格线段相交. 如果不相交, 则移动到新节点; 
如果相交且相交于网格边界线段, 则移动到交点

处; 如果相交, 则不移动. ④判定是否添加或删除

节点, 则同时更新邻接结构. ⑤判定各个节点是否

在边界内, 如果在边界外, 则将节点映射回边界

上. 
(4)终止循环, 判定条件由所有节点的最大移

动距离是否小于设定值或循环次数大于设定循环

次数.  
其中边翻转、节点的光顺、插入和删除以及边

界外节点的移动为核心算法, 分别叙述如下.  
2.1  边翻转算法 

为实现更高的性能和稳健性, 可通过改变局

部网格连接来控制三角网格划分质量. 在主循环

迭代中, 更新网格节点之间的连接来维持具有高

质量的网格[12]. 但是由于大多数三角形网格已经

具有较高质量, 重新划分网格时仅需要修改其中

一些网格元素. 边翻转算法可实现局部网格的更

新, 在实现边翻转算法时, 需要添加一个数据结构, 
它提供了指向每个三角形邻接三角形的指针, 每
当重新划分网格时都必须修改它们. 网格内部边

翻转算法具体如下:  
(1)从初始三角形网格中提取出内部边, 组成

队列.  
(2)进行队列循环. ①从网格单元中提取队列

第一条边对应的三角形组成四边形, 并删除第一

条边; ②当四边形不符合各向异性 Delaunay 原则

时, 将新边插入队列.  
(3)队列为空, 终止循环.  
边翻转算法的实施不仅可以提高网格质量, 

也保持了其余网格的完整. 同时由于这种局部网

格划分不必进行整体网格划分, 因此显著提高了

网格划分效率. 局部网格划分的另一个优点是可

以保留初始网格的拓扑信息.  
2.2  节点的光顺 

为提高网格质量, 极其有必要研究网格节点

的光顺算法. 例如, 用节点相邻点组成多边形的重

心来代替节点的 Laplace 光滑算法[13]; 通过 Lloyd
迭代, 用 Voronoi 区域的重心来代替相应节点的

CVT 光滑[14-15]; 通过构建理想单元的矩阵来获得

节点优化位置的 TMOP(Target-Matrix Optimization 
Paradigm)算法[16]. 本节采用基于力平衡的节点优

化方法[3,17], 该方法通过控制节点间的距离, 给出

了光顺优化函数, 并得出较优网络节点的位置.  
如将两点 1p 和 2p 之间的标准化距离 1 2( , )d p p

定义为: 

1 2 1 2( , ) ( , ) /d p p L p p r , (6) 
式中: r 是期望边长. 最终目标为划分出标准化边

长为 1 的网格.  
在给定的标准化距离定义下, 光滑算法可以

用以下方程表示:  
( ( , ))i i i i j ij

j
p p f d p p u    , (7) 

式中: ip 为节点 i 的坐标; iju 为单位向量 ( ip   
) / ( , )j i jp d p p ; j 为节点 i 的邻域节点组成的点集, 

f 是平滑函数; i 为常数, 通常被设置为 0.2.  
如图 3(a)所示, 在Laplacian平滑中, 1/i n  , 

而n为与节点 i相交的节点数之和, 并且 ( )f d d  .
如图 3(b)所示, Persson在Distmesh中提出基于类似

弹簧的力平衡函数 ( ) max(1 ,0)f d d  .  
如图 3(c)所示, Lennard-Jones 描述一种可表现

吸引/排斥的力平衡函数 13 7( )f d d d   . 但对于

网格生成而言, 该模型则存在数值不稳定性, 因为

(0 )f   , 因此, 有学者提出了Lennard-Jones力
平衡函数的几种变体. 例如 Shimada 提出的力平衡

函数(图 3(d)):  
3 2(1.25 2.375 1.125),

( ) 0 1.5,
0,1.5 .

k d d
f d d

d

  
 
 

≤ ≤  (8) 

如图 3(e)所示, Bossen 提出力平衡函数 ( )f d   
4 4(1 ) exp( )d d   , 该函数描述了节点距离其他节

点太近( 1d  ), 则会排斥, 如果距离太远( 1d  ), 
则会吸引.  

从上述几种力平衡函数可以看出, Bossen 的力

平衡函数具有吸引/排斥的平滑函数, 且具有更好

的光顺结果. 因此, 本文采用 Bossen 力平衡函数. 
2.3  节点插入和删除 

当网格局部稀疏时, 需插入节点; 而当网格过

于密集时, 需删除节点. 文中使用标准化各向异性

边长和标准化各向异性面积来进行判定节点的插
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删操作[17]. 标准化各向异性边长可由式(6)进行描

述, 而标准化各向异性面积公式可表示为: 

2

( )( ) abc
abc

SS
r


  ,  

式中: r为期望边长.  
具体节点插删操作算法如下:  
(1)判断是否需要删除节点. ①边界上节点判

定标准: 其相邻的 2个边界边的标准化各向异性长

度为 1d 和 2d , 若 2 2
1 2( ) / 2 1d d  , 则删除该节点. 

②内部节点判定标准: 其相邻的 n个三角形标准化 

各向异性面积为 ( )( 1, , )iS p i n  , 
1

( ) /n
ii
S p n


   

3 / 4 0.8 , 则删除该节点.  
(2)当节点不需要删除后, 判断所有与其连接

的边上是否需插入节点. 判定标准如下: ①边界边

判定标准: 其标准化各向异性长度 1d , 若 2
1 / 2 1d  , 

则标记该边. ②内部边判定标准: 其相邻的 2 个三

角形的标准化面积为 1S 和 2S , 若 1 20.8( ) 1S S  , 
则标记该边.  

如果存在标记边, 插入最长边的中点.  
2.4  节点的近似投影 

由于力平衡的作用可能会使节点移出所要求

的几何边界外, 如果边界偏差值过大, 会造成几何

图形与所求模型存在较大差距. 如果节点在几何

边界外, 需要将节点重新投影回边界上. Distmesh

采用数值微分求解隐函数的梯度来投影节点[17].  
本文则通过近似隐函数, 将边界外的节点投

影到边界中.  
若定义一个节点 p和隐函数 ( )p , 为将节点

投影到边界上, 若存在矫正值 p , 满足以下条件: 
( ) 0,

|| ( ),
p p
p p p




  
   

 (9) 

即矫正值 p 与隐函数中节点 ( )p p  的梯度平行. 
若为式(9)添加附加参数 t , 即采用拉格朗日乘数来

改写公式, 从而得到: 
( ) 0,

( ) 0.
p p
p t p p




  
     

 (10) 

2.4.1 一阶近似投影 
通过在节点 p处将截断的泰勒展开, 替换隐

函数来导出一阶近似方程: 
( )p p p       . (11) 

假设式(10)中节点 ( )p p  的隐函数梯度    
( )p p  和包含节点 p的近似隐函数梯度一致, 则
式(10)可变成: 

0p t     . (12) 
将其代入式(11), 可得: 

20 / ( )t t           . (13) 
同时, 可以求出节点 p的位移为: 

2( / ( ))p       . (14) 

       
(a) Laplacian (b) Persson (c) Lennard-Jone 

    
(d) Shimada (e) Bossen 

图 3  5 种力平衡函数 f(d) 
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2.4.2 二阶近似投影 
通过截断更多隐函数 的泰勒展开式来推导

出近似投影公式 , 对于节点 ( , )p x y 和它的位移

( , )p x y   , 可以得到: 
( , ) x yx x y y x y              

2 21 1
2 2xx xy yyx x y y        . (15) 

假设隐函数 和其导数同包含节点 ( , )p x y 的

近似隐函数一样, 那么由式(10)可以得到: 
( ) 0,
( ) 0.

x xx xy

y xy yy

x t x y
y t x y

  
  

      
      

 (16) 

解得 
2

2 2

2

2 2

( )
),

( ) ( ) 1

( )
.

( ) ( ) 1

y xy x yy x

xx yy xy xx yy

x xy y xx y

xx yy xy xx yy

t t
x

t t

t t
y

t t

    
    

    
    

  
 

   


      

 (17) 

将其导入式(16), 可以简化得到 t的四阶多项

式: 
4 3 2

4 3 2 1 0 0p t p t p t p t p     , (18) 
其中, 

0p  , 
2 2

1 2 ( )xx yy x yp         , 
2 2 2

2 4 2xx yy xx yy y xxp            
2 2 2 21 12 2

2 2x yy xy y yy x xx           

3 x xy y   , 
2 2 2 2

3 2x yy xy xx y yy xxp             
2 2 22 2x xx xy y xy yy y xx           

2 22 2yy xx x yy xx x xy yy y            
22 xx yy  , 

3 2 2 4 2
4 2x xy y yy xx xy xy yy xxp                

2 2 2 2 2 21 1 1
2 2 2y xx xy y xx yy x yy xx            

2 21
2 x yy xy x xy y yy xx        . 

通过求解式(18), 得到具有最小幅度的实根 t , 
并插入式(17), 以获得 ( , )p x y   .  

图 4 给出了一阶近似隐函数投影、二阶近似隐

函数投影和 Distmesh 算法中的节点移动轨迹. 图
中曲线 2f 表示节点所要移动到的几何边界; 曲线

1f 代表力平衡后移动到边界外节点所在的近似隐

函数; 虚线段 1 4p p 表示 Distmesh 网格划分算

法的节点移动轨迹; 实线段 1 2p p 表示一阶近

似隐函数投影的节点移动轨迹; 点划线段 1p   
3p 表示二阶近似隐函数投影的节点移动轨迹. 从

图中可以看出 Distmesh 算法中的节点虽然投影回

边界, 但较最近的边界点 3p 距离偏差较大; 一阶

隐函数投影方法虽在梯度方向上移动, 但节点没

有投影回边界( 2p 点不在曲线 2f 上); 二阶方法则

较精确地向边界方向上移动. 由此可见, 本文采用

二阶近似隐函数投影方法实现节点移动.  

 
图 4  3 种投影方式 

3 实例分析 

基于上述各向异性网格算法, 分别对圆形、矩

形和复杂图形进行各向异性网格划分, 并与文献[7]
中的算法进行比较. 实例 1 为圆形的各向异性网格

划分, 设定节点的期望尺寸为: 
2 2

1 min max

2 max

min( (1 ), ),
,

h h g x y h
h h

    



 (19) 

式中: min 0.01h  , max 0.2h  , 0.3g  , 旋转矩阵为
2 2 (1/2)( ) [ ; ]x y x y y x  R . 

实例 2 为矩形的各向异性网格划分, 设定节点

的期望尺寸为: 

1 max

2 min max

,
min( (1 ), ),

h h
h h g y h


   
 (20) 

式中: min 0.01h  , max 0.2h  , 0.3g  , 旋转矩阵为

[1 0;0 1]R . 
实例 3 为较复杂图形的各向异性网格划分, 针

对该图形设定节点的期望尺寸为: 
2 2

1 min max

2 max

min( ( 1), ),
,

h h g x y h
h h

    



 (21) 

式中 : min 0.01h  , max 0.2h  . 0.3g  , 旋转矩阵

R 2 2 (1/2)( ) [ ; ]x y x y y x  . 
对圆形的划分结果如图 5 所示, 从中可以看出
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2 种算法均实现了对圆形径向方向的精细划分. 对
矩形的网格划分结果如图 6 所示, 从中可以看出 2
种算法均可实现对给定区域中网格疏密度的控制, 
譬如上下边界层网格的细分. 对复杂图形的网格

划分结果如图 7 所示, 从中可以看出 2 种算法可实

现对多连通复杂图形的各向异性网格划分.  

    
(a)本文算法 (b)文献[7]算法 

图 5  圆形的网格划分 

    
(a)本文算法 (b)文献[7]算法 

图 6  矩形的网格划分 

    
(a)本文算法 (b)文献[7]算法 

图 7  复杂图形的网格划分 

表 1 为本文算法与文献[7]中算法的网格单元

质量分布和平均网格质量 avgq 值(均采用式(4)计算), 
从表中可看到曲率对网格平均质量的影响. 如实

例 1 所示, 网格平均质量较差; 在实例 2 中, 由于

矩形受曲率因素小, 故网格平均质量较优; 在实例

3 中, 虽然图形受到曲率因素影响, 但总体而言, 
图形大部分节点的期望尺寸 2 1h h , 故平均网格质

量居中. 与文献[7]的算法相较, 由于本文的算法

中背景网格生成时未随机剔除节点, 网格单元整

体密集, 能更好地反映各向异性特征, 且采用二阶

近似投影使边界节点与所求边界偏差小, 所以总

体网格平均质量较好, 单元质量更趋近于 1, 但网

格生成效率若有降低.  

4 结语 

基于黎曼度量张量, 结合各向异性 Delaunay
准则, 基于力平衡的节点优化函数和近似隐函数

投影实现边界的约束处理, 减小了最后生成网格

与所求几何图形的偏差值. 最终实现了各向异性

网格生成算法, 在 MATLAB 环境中生成了高质量

的各向异性三角网格.  
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The anisotropic mesh generation algorithm based on 
Riemann metric tensor 

YAN Keke, CHEN Xing* 

( Faculty of Mechanical Engineering & Mechanics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In real world, some physical problems’ solution has a direction-oriented feature, which exhibits 
solution changed significantly in a direction. An anisotropic meshing with fewer grids but better element quality 
is an effective way in pre-processing of the finite element method (FEM). Firstly, a background mesh under 
Riemann metric tensor is generated to achieve a high-quality anisotropic mesh. Secondly, the anisotropic 
Delaunay criterion for edge exchanges is employed. Thirdly, the nodes smoothing function is set based on force 
balance principle. In addition, operations related to node insertion and deletions are conducted in terms of the 
standardized area and length under the boundary constraints of approximate nodal projection. Finally, three 
examples are presented to demonstrate the feasibility of the proposed anisotropic meshing algorithm. 
Key words: MATLAB; mesh generation; anisotropy; Delaunay 
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