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玻色化方法在超对称可积系统的应用 

任  博, 俞  军 
（绍兴文理学院 物理系, 浙江 绍兴 312000） 

摘要: 利用玻色化方法可以避免超对称可积系统中反对易费米场带来的计算困难. 本文以N=1超

对称mKdVB系统为例, 利用玻色化方法, 将其转化为只有玻色场的耦合系统. 应用标准的WTC方

法, 证明了该耦合系统具有Painlevé性质. 运用Painlevé截断方法, 可以得到玻色化后超对称

mKdVB系统的非局域对称. 为了求解与非局域对称相关的Lie第一性原理, 引入新的场将玻色化

后系统拓展为更大的系统. 通过引入新的场, 该非局域对称局域化为Lie点对称. 因此, 可以利用

Lie点对称约化方法研究拓展后的系统, 得到超对称mKdVB系统的孤子与其他孤波相互作用解.  
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超对称理论指出每一种基本粒子都有与之对

应的超对称伙伴粒子, 该理论的研究起源于20世纪

70年代. 在欧洲大型强子对撞机实验中, 一个重要

实验目标就是寻找超对称粒子. 到目前为止, 实验

中尚未发现超对称粒子存在的证据. 理论上, 利用

超对称理论可以解释高能物理标准模型质量等级

问题, 标准模型理论框架下圈图发散问题, 强、电

磁与弱相互作用在大统一能标耦合常数不相等问

题, 宇宙观察存在暗物质的问题等[1]. 此外, 超对

称在非线性可积系统的应用也是目前非常热门的

研究课题.  

超对称进入到可积系统中, 极大地拓宽了非线

性可积系统的研究范围. 超对称非线性可积系统是

利用非线性可积系统引入了一种具有反对易性质

的参量(Grassmann奇参量)构造得到. 超对称非线

性可积系统是关于玻色场和费米场耦合的超对称

系统, 该系统在超对称变换下保持不变, 且在费米

场趋于零时, 超对称系统退化为最初的非线性可积

系统. 1984年, 数学物理学家Kupershmidt通过引入

1个Grassmann参量, 对空间超化构造了N=1的超对

称Korteweg-de Vries(KdV)方程, 且超对称KdV方

程在空间超对称变换下保持不变[2]. 1985年, Manin

等 [3]对空间超化构造了超Kadomtsev-Petviashvilli 

(KP)系列方程, 通过约化超KP方程可得到超KdV

方程, 还得到了超KdV方程的Lax对和守恒律等可

积性质. 随后, 通过引入2个、3个和4个Grassmann

参量, 构造了 2,3,4N  的超对称KdV方程[4-5]. 除

了对空间超化外, 刘青平教授等通过对时间超化得

到了超对称Ito方程, 并构造了超对称Ito方程的Lax

对, 非线性叠加公式和孤子解等性质[6]. 范恩贵教

授结合超对称KdV方程和超对称Sawada-Kotera- 

Ramani方程构造了超对称 KdV-Sawada-Kotera- 

Ramani方程, 并应用超黎曼函数和双线性形式得

到了该方程的准周期解等性质[7].  

对于超对称可积系统, 由于超对称系统存在了

费米场, 费米场的反对易性给处理超对称系统带来

诸多不便. 最近, 有学者提出一种玻色化方法, 该

方法引入2个新的费米场, 可以把N=1超对称系统

转化为只有玻色场的耦合系统, 可以避免超对称方

程中反对易费米场带来的计算困难[8]. 楼森岳教授

等拓展了玻色化方法, 引入任意费米场研究N=1超

对称可积系统, 得到了一些不同于利用其他方法的

研究结果 [9-10]. 我们应用玻色化方法具体研究了

N=2的超对称KdV系统, 得到了超对称KdV系统的
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行波解和对称约化解[11].  

本文将研究B形式的超对称mKdV系统(超对称

mKdVB), 说明玻色化方法在超对称可积系统的应

用. 具体结构如下: 第2部分利用玻色化方法, 将超

对称mKdVB系统转化为只有玻色场的耦合系统; 

应用标准的奇异分析, 证明耦合系统有Painlevé性

质. 第3部分利用Painlevé截断方法, 得到了玻色化

后系统的非局域对称; 通过引入新的场可以得到非

局域对称相关的有限对称变换. 第4部分, 应用标

准Lie点对称约化方法 , 构造了玻色化后超对称

mKdVB系统的群不变解. 最后是总结和讨论.  

1 玻色化方法在超对称 mKdVB系统的应用 

B形式的超对称mKdV系统为[12-13]: 
6 2 26( ) 0t D D D      , (1) 

其中 : xD      是协变导数 ; 场 ( , , )x t    

( , )x t  ( , )v x t 是超场. 对应超对称mKdVB方程 

(1)的分量形式为: 
26 0t x xxxv v v v   , (2a) 

26 0t x xxxu     , (2b) 

式(2a)是与费米场无关的变量; 式(2b)是关于费米

场变量的线性方程; 因此, 方程(2)是B形式的超对

称mKdV系统[12-13]. 为了避免方程(2)中不对易费米

场带来的计算问题, 引入2个额外的费米场 1 和

2 , 耦合场 和u可以有如下展开形式[14-15]: 

1 2( , )x t p q    , (3a) 

1 2( , )v x t u w   , (3b) 

其中: 1 和 2 是2个Grassmann参量; u p q、、和w是

4个关于时间和空间变量的实或者复函数. 将方程 

(3)代入方程(2), 得到如下玻色化的超对称mKdVB

系统: 
26 0kt kx kxxxr u r r   , (4a) 

26( ) 0t x xxxw wu w   , (4b) 

其中: kr 代表 u p、 和 q变量 . 玻色化后的超对称

mKdVB系统(4)包含了mKdV方程和关于 w的线性

偏微分方程.  

利用标准的 Weiss、Tabor 和 Carnevale (WTC)

方法 , 玻色化后的超对称 mKdVB 系统(4)具有

Painlevé 性质 , 玻色场 u p q、、 和 w 在奇异流形

( , ) 0x t  附近展开为[16]:  

1 2

3 4

0 0

0 0

, ,

, ,

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

j j
j j

j j

j j
j j

j j

u u p p

q q w w

 

 

 

 
 (5) 

其中: uj、pj、qj和 wj是关于空间和时间的函数. 将

方程(5)代入系统(4), 利用领头项分析 , 常数 1、 

2、 3 和 4 为: 

1 2 3 4  1, 1, 1, 2        , (6) 

通过比较 4 4 4 5{ , , , }   j j j j    幂次项 , 可以得到

ju、 jp、 jq 和 jw 的递推关系, 其中共振点 j值为: 

1,0,0,0,1,1,3,4,4,5,5,5,j    (7) 

在相应的共振点 ju、 jp、 jq 和 jw 中存在 12 个任意

函数、 0p、 0q、 0w、 1p、 1q、 3u、 4u、 4w、 5p、 5q 和 5 ,w

从而证实上述共振条件满足 . 因此 , 超对称

mKdVB系统(4)是 Painlevé可积系统.  

为了构造系统(4)的Bäcklund变换, Laurent级数

展开为[16]: 
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 (8) 

将方程(8)代入系统(4), 通过消除的幂次可以得
到以下Bäcklund变换定理.  

定理1(Bäcklund变换定理)  场 、 0p 、 0q 和 0w

满足下面玻色化后超对称mKdVB系统的Schwarzian

形式: 
23
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   , (9a) 

2
0 0

0 0 2

3 3
0

2
xx xx xx x

t xxx
x x

p p
p p

 
 

    , (9b) 
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玻色化后的超对称 mKdVB 方程的解{ , , ,u p q  

}w 和 1 1 1 2{ , , , }u p q w 满足 Bäcklund 变换式(8), 其中

1 1 1 2{ , , , }u p q w 和 0 0 0{ , , , }p q w 有如下关系: 
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定理 1 包括自 Bäcklund 变换式 (8)和非自

Bäcklund变换式(10).  

2 玻色化后超对称 mKdVB 系统的非局域对称

和有限对称变换 

场 u p、 和 q满足方程(4a), 假定场 u p、 和 q的

解相等. 由Bäcklund变换式(8)可以得到: 
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1 22
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场 1u 和 2w 可以表示为: 

1 ,
2

xx

x

u



   (12a) 

2
0 0 0 0

2 2 3 3 4

3 3
,

2 2 2 2
xx xxx x xx xx

x x x x

w w w w
w

  
   

     (12b) 

利用方程(11)关于奇异流形的留数对称可以得到
玻色化的超对称mKdVB系统的非局域对称, 因此, 

该非局域对称为留数对称 [10]. 玻色化的超对称

mKdVB系统的非局域对称为: 

0 0
2

 ,u w x xx
x

x x

w w  
 

    . (13) 

对于非局域对称式(13), 由于存在函数 0w、 及

其导数, 直接运用求解 Lie 第一性原理的初值定理

较困难. 为了求解与非局域对称式(13)相关的初值

问题, 利用引入新的场, 使非局域对称拓展后新系

统为Lie点对称. 新的场是和 0w 场空间导数形式: 

x g  , (14a) 

xg h , (14b) 

0 ,xw f  (14c) 

延拓后系统(4)、(12)和(14)的Lie点对称形式为: 

,u g    (15a) 

0
2

,w w hf

g g
    (15b) 

2 ,   (15c) 

0
04 ,w w   (15d) 

2 ,g g   (15e) 

22 ,2h h g    (15f) 

04 4 . f f w g   (15g) 

对于Lie点对称式(15), 相应的初值问题为: 

0
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通过求解上面的初值问题式(16), 可以得到拓展系

统(4)、(12)和(14)的Bäcklund变换定理.  

定理2  如果 0u w w g h、、、 、、和 f 是拓展系统 

(4)、(12)和(14)的解, 则 0u w w g h、、、 、、 和 f 是拓展

系统的解, 具体解的形式为: 
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其中: 是任意的群参数. 对于系统(4)利用下面的

变换可以得到Bäcklund变换定理1和2是等价的: 

01 , , ,x xx xg h f w           , (18) 

可以应用有限群变换式(17)和初始解, 构造超对称

mKdVB系统新的解.  

3 玻色化后超对称 mKdVB 系统非局域相关的

对称约化 

通过引入势场, 在拓展系统中非局域对称变为
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局域对称. 本节将具体应用对称约化研究拓展系 

统, 相应的群不变解不能用直接的 Lie 点对称约化

方法得到. 根据对称约化理论[17], 拓展系统对应的

Lie点对称矢量为: 

X T U W
x t u w




    
     

    
V  

0
0

W G H F
w g h f

   
  

   
, (19) 

其中: 0X T U W W G H、、 、 、 、 、、 和 F 是关于 x t u、、、 

0w g h、、 和 f 的变量.  

拓展后系统的Lie点对称 0( , , , , ,k k u w w g   

, )h f 是如下线性拓展系统(4)、(12)和(14)的解: 
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拓展系统进行如下变换不变: 
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其中: 是无穷小参数, 对称分量 k 的形式为: 
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g
x tXg Tg G    , (22e) 

,h
x tXh Th H     (22f) 

f
x tXf Tf F    , (22g) 

将方程(22)代入对称方程(20), 0u w w g h、、、 、、 和 f

满足延拓系统, 可以得到关于无穷生成元 X、T、 

U、W、、 0W、G、H 和 F 的决定性方程. 通过求

解决定性方程可以得到生成元为: 

1 3 1 2 4 1, 3 ,       X C x C T C t C U C g C u , 

0
7 4 4 2

2 ,
w hf

W C w C C
g g

     

2
4 1 5 6( )C C C C       , 

0 1 5 7 0 4 02( ) 4 ,W C C C w C w       (23) 

4 52G C g C g   , 

2
1 5 4 4( 2 ) 2   H C C C h C g , 

1 5 7 4 0 4( 2 2 ) 4 4F C C C f C w g C f      , 

其中: ( 1,2, ,7)iC i   是任意常数. 可以利用方程

(22)中条件 0k  得到群不变解, 群不变解也可以

求解下面特征方程: 

0

0

dd d d d d wx t u w

X T U W W




       

d d dg h f

G H F
  . (24) 

下面是求群不变解的具体例子. 通过求解特征

方程(24), 相似解为: 

1 2
4 1

tanh ln(3 )
2 2 6

   
     

 
C t C

C C
 

1 5

4

,
2

C C

C


 (25a) 

1

1/3 2
1 2 1 2

1

exp( )
,

(3 ) cosh ln(3 )
2 6

G C
g

C t C C t C
C








 





  




 

 (25b) 

1

2/3 2
1 2 1 2

1

exp( 2 )

(3 ) cosh ln(3 )
2 6

C
h

C t C C t C
C








 
 


 
 






 
2

4

1 2
1

8

,
exp ln(3 )

3

C G
H

C t C
C



 
 

            
 (25c) 

1/3
1 2(3 )

U
u

C t C
 

  
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4 1

1/3
1 2 1 2

1

4 exp( )
,

(3 ) exp ln(3 ) 1
3


 

      
 
    
 

C G C

C t C C t C
C




 

 (25d) 
7 1/( )2 3

0 7 1 2
0

4
1 2

1

exp(2 )(3 )
,

cosh ln(3 )
2 6

C CW C C t C
w

C t C
C








 
 

 
 
 

 (25e) 

  7 1 1(2 )/(3 )
7 1 1 2

4
1 2

1

exp (2 ) (3 )

cosh ln(3 )
2 6



 


 
 




 






C C CC C C t C
f

C t C
C




 

4 0

1 2
1

16

,
exp ln(3 )

3

            

C GW
F

C t C
C

  

 (25f) 
7 12 3

1 2
/( )(3 )   C Cw t C WC  

 
7 1

1

2 /(3 )
4 7 1 2 0

2/(3 )
1 2

4 exp(2 )(3 )

exp( ) (3 ) 1

  
   

C C

C

C C C t C HW

GC t C




 

 1

4 0
/(3 )

1 2

4
,

1 exp( )(3 ) C

C W F

GC t C 

     
 (25g) 

其中: 参数 2 2
1 1 5 4 6 52 4 ,C C C C C C     相似变量 

1/3
1 3 1 1 2( )/( (3 ) ),C x C C C t C    ( ),   0 0 ( ),W W 
( ),G G  ( ),H H  ( ),F F  ( ),U U  ( )W W  是

群不变函数. 将方程(25)代入系统(4)、(12)和(14), 

不变函数G、H、F、U 和W 满足以下约化系统: 
2

1
4

ex ( ,p )
4

G C
C  

   (26a) 

3
21

4

exp(2 )

4

C
H

C 
 

 
 

1 2
1

ln(3 )tanh
2 6

C t C
C

     
   

3 2
1

1 24
1

exp(2 )

1 exp( ln(3 )2
3

C

C t CC
C

 

 
 





  





 

2
1

4

exp(2

4
,

)C

C 
 

 (26b) 

1 02 exp( )F C W      

4 5
4

ln(2 )tanh
2 4

C t C
C

     
 

 

1 0

1 2
1

4 exp( )

exp ln(3 ) 1
3

C W

C t C
C

 






 
    
   

1 0 7 1 0exp( ) 2 exp( ,)C W C C W     (26c) 

1 2
1

ln(3 )tanh
2 62

C t CU
C 

      
   

1 2
1

,
2ln(3 )1 exp

3
C t C

C

 



 





     
 

 (26d) 

2
4 7

3 2

8 exp(2 )C C
W






  


 
2

0 0 7 0
3 2

( 2 )W W C W   



  


 



 

1 2
1

ln(3 )tanh
2 6

C t C
C

     
   

2
4 7 0

2 2
1 2

1

4 exp(2 )

ln(3 )cosh
2 6

C C W

C t C
C



 
 


 





 

4 7 0

2
1 2

1

4 exp(2 )( )

1 exp ln(3 )
3




  
         

C C FG W H

C t C G
C




 

2
7 0 024 7

7 0 24

8 exp(2 ) 4
C W WC C C W  

 


 


     

2
7 0 0 0 0

2 3 4

4 3 3C W W W W    

  

   
  


  

  
2
4 7 0

2

2
1 2

1

16 exp(2 )
,

1 exp ln(3 )
3

 
  


     

  

C C W

C t C
C





 (26e) 

其中 和 0W 满足以下常微分方程: 
2

2 4 2
1

3
0,

2 2
C         

      (27) 

2 2 3
0 7 0 7 7 06 (8 5 )W C W C C W     

 
2 2 2 2 2
7 0 7 0(12 3 ) (12 3 +)C W C W         

 

7 0 1 7 0 1 06 6 4C W C C W C W      
 

2
0 7 0

7 0

3 9
18

W C W
C W  

 
 




 
  
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1 0 06 6C W W  

 

  
 

   

2 3
0 0

02 3

9 6 3
0,

W W
W   

 

  
 


   (28) 

如果求方程(27)和(28)得到解 和 0W , 可以利用方

程(26)求出场G、H、F、U 和W 的解. 将场、 0W、 

G、H、F、U 和W 代入方程(25)可以得到以下定理.  

定理3  如果 和 0W 满足约化方程(27)和(28), 

则u和w的形式为: 

1/3
1 22(3 )

u
C t C 






 

1 2
1

ln(3 )tanh
2 6

C t C
C

     
   

1/3
1 2

1
,

2(3 )C t C







 (29a) 

 7 12 3
7 1 2

/( )exp(2 )(3 ) C Cw C C t C  
 

  1
2/(3 )

1 21 exp( ) 3 /( )   CC t C  

 1/(3 )
1 23exp( )(3 ) CC t C     

1/
1 2exp(3 )(3 ) 3exp(2 )    CC t C   

1

2
42 /(3 )

01 2 2

16
(3 ) 1 


 



 C C
WC t C  

2
4 7

1 2 3
1

16
ln(3 )tanh

2 6
C C

C t C
C

        
 

 1

0
/(3 )2

1 21 exp( )( )3 


    C

W

C t C  

7 12 3/
1

(
2

)(3 ) ,C CC t C W  (29b) 

是玻色化超对称mKdVB系统(4)的解.  

如果求出 u和w的解, 将其代入方程(3), 可以

得到超对称mKdVB系统的解 . 类似此约化方法 , 

可以选择其他的常数约化此方程, 构造其他类型的

孤子与其他孤立波相互作用解[18-21].  

4 总结与讨论 

借助玻色化方法, N=1超对称mKdVB系统转化

为玻色场耦合的系统. 利用奇异截断分析, 证明了

玻色化后超对称mKdVB系统具有Painlevé性质. 通

过求Painlevé截断的留数对称, 得到了玻色化后超

对称mKdVB系统的非局域对称. 为了求解非局域

对称相关的Lie第一性原理, 将非局域对称局域化

为局域对称. 在拓展后系统中非局域对称变为Lie

点对称, 因此, 可以利用Lie点对称约化方法求解

拓展后系统. 通过Lie点对称约化方法, 构造了拓

展后系统的孤子与其他孤立波的相互作用解. 应用

玻色化方法研究超对称可积系统可得到不同于利

用其他方法研究超对称可积系统的结果[15]. 同时, 

玻色化方法适用于研究其他超对称可积系统.  

本文引入了2个新的费米场玻色化超对称

mKdVB系统. 我们可以引入N>2费米场玻色化超

对称系统, 耦合场u和 展开为: 

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

[( 1)/2]

1
1

,( , )
n n n

N

i i N i i i i i i
n

x t u   
  



 


    ≤ ≤  

 (30a) 

1 2 1 2 2 1 2 2

[( 1)/2]

0 1
1

,( , )
n n n

N

i i N i i i i i i
n

u x t u u   


 


     ≤ ≤  

 (30b) 

其中: 系数
1 2 20 1 2(1 )

ni i i nu u i i N  、 ≤ ≤ 和
1 2 2 1ni i iu

  

1 2 1(1 )ni i N ≤ ≤ 是 2N关于空间和时间 ( , )x t 的

实或复玻色函数. 引入任意个费米场, 玻色化后超

可积系统的可积性质和精确解是值得深入研究的

课题.  
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Bosonization approach for supersymmetric integrable system 

REN Bo, YU Jun 
( Department of Physics, Shaoxing University, Shaoxing 312000, China ) 

Abstract: To address the difficulty caused by the anti-commutative fermionic fields, a bosonization approach is 
proposed to deal with the super-symmetric integrable systems. The N=1 super-symmetric mKdVB system is 
transformed to a coupled bosonic system using the bosonization approach. Adopting a standard WTC approach, 
the bosonized super-symmetric mKdVB (BSmKdVB) equation possesses the Painlevé property. Starting from 
the standard truncated Painlevé method, the nonlocal symmetry for the BSmKdVB equation is obtained. To 
solve the first Lie’s principle related with the nonlocal symmetry, the nonlocal symmetry is localized to the Lie 
point symmetry by introducing multiple new fields. By taking advantage of localization processes, similarity 
reductions for the prolonged systems can be studied using the Lie point symmetry method. The interaction 
solutions for solitons and other complicated waves are presented using the reduction method. 
Key words: supersymmetric integrable system; bosonization approach; Painlevé property; nonlocal symmetry; 
symmetry reduction 
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