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非线性系统的多线性分离变量法 
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摘要: 线性物理中两大普遍适用的傅立叶变换法和分离变量法都不能直接应用到非线性物理, 

为此如何在非线性物理中建立相应的研究方法是众多物理学家和数学家们都非常关心的问题. 

本文介绍了一种适用于非线性系统的分离变量法—–多线性分离变量法, 由其可以得到具有低维

变量分离函数的多线性分离变量解. 特别地, 可积系统的多线性分离变量解通常包含有任意的

低维变量分离函数.  
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非线性微分方程的求解是研究非线性现象的

重要科学问题. 众所周知, 傅立叶变换法和分离变

量法是求解线性物理问题的两大基本方法. 目前, 

傅立叶变换法已在非线性物理中得以推广, 著名

的反散射方法也随之建立, 并且成功解决了不少

重要的非线性问题[1]. 但是, 分离变量法没能在非

线性物理中建立一个统一有效的非线性分离变量

法. 现有的非线性分离变量法主要有几何方法[2-3]、

基于假设(Ansatz-based)的方法[4-7]、基于 Lax 对的

非线性化方法[8-11]、对称约束法[12-16]、形式分离变

量法[17]、基于一般条件对称的泛函分离变量法[18-23]

和导数相关的泛函分离变量法[24-27], 以及多线性

分离变量法等.  

本文重点介绍多线性分离变量法, 和其他非

线性分离变量法相比, 该方法做到了函数自变量

的真正分离. 完善的多线性分离变量法是在 1996

年楼森岳和陆继宗撰写的 Davey-Stewartson(DS)系

统分离变量解的论文基础上发展起来的[28], 用该

方法得到的非线性可积系统的多线性分离变量解

必定含有一个或两个任意的低维变量分离函数. 

因此, 一个自然出现的重要问题是: 多线性分离变

量解能否允许含有两个以上的变量分离函数? 为

了解决这个问题, 我们进一步建立了一般多线性

分离变量法. 多线性线性分离变量法和一般多线

性分离变量法已被用来得到了一大类的 2+1维、一

些1+1维和3+1维非线性系统以及若干差分微分方

程的非线性分离变量解.  

本文首先概括性地描述了多线性分离变量法

求解的一般过程, 接着以 DS 系统为例详细说明求

解过程, 最后分别以 2+1维 SG方程和 BK方程为

例具体给出了推广建立的两类一般多线性分离变

量法.  

1 多线性分离变量法的一般求解过程 

多线性分离变量法求解 2+1维非线性系统: 

( , , , , ) 0x y tF u u u u  , (1) 

大致可以分为以下 4个步骤. 

1.1  多线性化非线性系统 
将 u展开为: 

0

i
i

i

u u f






 , (2) 

其中, iu 和 f 是关于{ , , }x y t 的函数;  是正整数. 

( )iu i  和 都可由 Painlevé截断展开法确定, 即

可由 Painlevé 测试的领头项分析得到. u 是非线

性系统(1)的任意种子解. 将式(2)代入式(1), 可得

关于函数 f 及其各种导数的多线性化方程: 
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( , , , , ) 0x y tF f f f f  . (3) 

下一步就要对函数 f 给出具体的形式, 这是

多线性分离变量法的创新之关键.  

1.2  做变量分离假设 
假设函数 f 为: 

0 1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )f a a p x t a q y t a p x t q y t      

0 1 2 3a a p a q a pq   , (4) 

其中, p和 q分别是{ , }x t 和{ , }y t 的函数, 0a 、 1a 、

2a 和 3a 是常数(也可以是 t 的函数). 将式(4)代入

式(3), 可得: 

( , , , , , , ) 0t t x yG p q p q p q  . (5) 

假设式(4)的提出为多线性分离变量法的建立

打下了本质的基础. 当 p和 q都取作行波型指数

函数时, 式(4)就是 Hirota方法的二孤子假设.  

1.3  分离方程式(5) 
分离式(5), 使得函数 p和 q分别满足变量分

离方程: 

1( , , , ) 0x tG p p p  , (6) 

2 ( , , , ) 0y tG q q q  . (7) 

若任意函数(模型的种子解或者来自其他途径, 

如任意积分函数等)是关于{ , }x t 的, 那么这个任意

函数就会出现在式(6)中, 否则就出现在式(7)中. 

如何将式(5)分离成式(6)和式(7)是多线性分离变量

法的难点. 一旦解决了这个难点, 多线性分离变量

法就基本上成功了.  

1.4  求解变量分离方程 
通常情况下, 变量分离方程式(6)和式(7)是非

线性方程, 要得到函数 p和 q的一般解仍然很困

难. 此时我们可以采取如下策略. 对函数 p满足的

式(6), 可求该方程中出现的某个未知函数, 而不

求 p , 即用 p表示该未知函数. 同样地, 式(7)的解

转化为用 q表示某个关于{ , }y t 的未知函数. 

至此, 我们得到了非线性系统(1)的多线性分

离变量解. 这个一般的求解过程同样适用于非线

性方程组, 仅有的不同之处在于有可能存在多个

任意函数, 从而允许函数 p和 q都任意.  

下一节以非线性 DS 系统为例, 具体给出用以

上 4个基本步骤得到多线性分离变量解的过程. 

2 DS系统的多线性分离变量解 

非线性 DS系统[13]: 

21
( ) | | 0

2t xx yyiu u u u u uv     , 

22 (| | ) 0xx yy xxv v u   , (8) 

是1+1维非线性薛定谔方程空间对称的Lax可积推

广. 该系统是 Benney-Roskes 方程[29-30]的浅水波近

似, 其中, u是平面波包的振幅, v表征平面波引起

的平均运动. 此外, DS系统也可以从等离子物理[31]

和自对偶 Yang-Mills 场[32]中导出; 它同样也是目

前已知的唯一成功用量子反散射求解的量子可积

系统[33-35]; DS 系统在多种意义下可积, 如反散射

可积[36-38]、Painlevé 可积[39]等. 该系统具有一些其

他重要而有趣的性质, 例如双线性形式[40]、达布变

换[41]、有限维可积约化[42-44]、无穷多对称[45]和丰

富的孤子结构[28,36-37,40,46].  

通过标准的截断 Painlevé计算, 可得 DS系统

的场量 u和 v, 具有如下展开形式: 
1

0u gf u  , 
1

0 ( 2 )x x y y x yv v f f f f
           

2 2 2( 2 )x y x yf f f f f
     , (9) 

其中, f 是实函数; g 是复函数; ( ) / 2;x x y    

( ) / 2y x y   ; 0 0{ , }u v 是DS系统的任意种子解.  

将式(9)代入式(8), 可得双线性方程组: 

0 1( 2 2 )x x y y tD D iD v G g f          

0 ( 2 )x x x y y yu D D D f f          
* 2 *

0 02 2 0u gg u g f   , (10) 
2 *

0 02( | | ) 2 2x yD u f f gh u gf          
*

1 02 0G ff u g f  , (11) 

其中, D是双线性算子[47], 定义为: 

1 11· ( ) ( ) ( ) |m m
x x x x xD A B A x B x     . 

1G 满足方程: 

1 1 1 0 02 16 ( )x x y y x y x yG G G u u             
* *
0 0( ) 4 (x y x x y yu u D D          

*
0 02 ) 0x yD u u    . (12) 

为了简化起见, 在后文中略去空间变量上的

撇“′”.  

为进一步讨论, 选取 DS系统的种子解为: 

0 1 0u G  , 

0 0 0( , ) ( , )v p x t q y t  , (13) 

其中 , 0 0 ( , )p p x t 和 0 0 ( , )q q y t 分别是 { , }x t 和

{ , }y t 的任意函数.  

接着做变量分离假设, 取 f为式(4), g为 
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1 1 exp( )g p q ir is  , (14) 

其中, 1 1( , )p p x t 、 1 1( , )q q y t 、 ( , )r r x t 和 s   

( , )s y t 都是实函数. 将式(4)和式(14)代入双线性方

程组式(10)~(11)后, 分离其实部和虚部, 可得: 
2 2
1 12 0x yp q p q   , (15) 

1 1 1 1 1 1 0 0( (2 2 2( )xx yy t tq p p q p q r s p q       
2 2

0 1 2 3))( )y xs r a a p a q a pq      

1 1 3 1 1( )( 2 )xx x xq a a q p p p p    

1 2 3 1 1( )( 2 ) 0yy y yp a a p q q q q   , (16) 

1 1 1 1 1 1( (2 2 ) (2x x t xx y yq r p p p r p s q      

1 1 0 1 2 32 ))( )+t yyq q s a a p a q a pq     

1 1 3 22 ( )( )t y yq p q s q a p a    

1 1 1 32 ( )( ) 0x x tq p r p p a a q   . (17) 

因为 0p 、p、 1p 和 r都只是关于{ , }x t 的函数, 

而 0q 、q、 1q 和 s都只是{ , }y t 的函数, 所以方程式

(15)~(17)可以被分成以下 3个变量分离方程组:  

1 1
1 1 1

2 2
1 2 1 1 2

2 ,

, ( 1),

x

y

p c p

q c q

 

  

   

  




 (18) 

2
2 2 3 3 2

3 4

2
4 1 3 3 1

3 2

( ) (

) ,

( ) (

) ,

t x x

t y y

p r p c a a p c a

a p c

q s q c a a q c a

a q c

     

 

 






   

 




 (19) 

2 2 2
0

2
5

2 2 2
0

2
5

4(2 2 ) 2

0,

4(2 2 ) 2

0.

t x x xx xxx x

x

t y y yy y yyy

y

r r p p p p p

c p

s s q q q q q

c q

    



    











 (20) 

对于任意给定的 0p 和 0q , 要求解式(19)和(20)

是非常困难的. 但是, 可以认为 p和 q是任意的, 

且可从式(19)和式(20)中分别解出 0p 、 0q 、 r和 s .  

因此, DS系统(8)的多线性分离变量解为: 

1
1 2

0 1 2 3

2 exp( )x yp q ir is
u

a a p a q a pq

    


  
, (21) 

2 3 1 3
0 0

0 1 2 3

( ) ( )yy xxa a p q a a q p
v p q

a a p a q a pq

  
   

  
 

2 2 2 2
2 3 1 3

2
0 1 2 3

( ) 2 ( )
,

( )

y y x xa a p q q p a a q p

a a p a q a pq

    

  
 (22) 

其中, p和 q是任意函数, 0p 和 0q 由式(20)确定, 

r和 s满足式(19). 特别地, 场量 u的模平方为: 
2 1| |u U , (23) 

1 3
0 3

0

1 1
cosh ln +

2 2x y
a

P Q a a P Q
a

  
   

 





 

2

1
1 2

2

1
cosh ln

2

a
a a P Q

a


 
  

  , (24) 

其中, 

1 2 0 3, ,P Qp e q e a a a a     , (25) 

2
1 1 2 3

2

( )

x yp q
U

a a p a q a pq




  
, (26) 

P和Q分别是{ , }x t 和{ , }y t 的任意函数. 文献[46]

中给出了DS系统的多线性分离变量解的一个特殊

形式, 0 0a  ; 文献[28]中给出DS系统的分离变量

解对应着 0 0 0 0p q a   时的情形.  

式(23)表示了 DS 系统的场量 u 的模平方, 因

此 p、 q、 0a 、 1a 、 2a 、 3a 、 之间需满足约束
条件: 

0x yp q  . (27) 

3 一般多线性分离变量法 

为了使得更多的变量分离函数进入多线性分

离变量解中, 我们提出了两类推广并建立了一般

多线性分离变量法. 第一类一般多线性分离变量

法是通过推广多线性分离变量法的第一步骤实现

的, 把非线性系统的场量按多个任意函数(主要考

虑了两个函数的情况)展开, 由此得到关于多个函

数的多线性方程, 对这些任意函数做相同的变量

分离假设, 从而解得第一类一般多线性分离变量

解. 第二类一般多线性分离变量法则是通过推广

多线性分离变量法的第二步骤予以实现, 即推广

变量分离假设, 由此得到第二类一般多线性分离

变量解. 下面分别以 2+1维 SG系统和 BK系统为

例, 介绍这两类一般多线性分离变量法.  

3.1  第一类一般多线性分离变量法 
文献[48]给出了 2+1维 sG(2DsG)系统[49-51]: 

0xyt y xt x ytu u v u v   , (28) 

xy x yv u u  (29) 

的一般多线性分离变量解.  

对 2DsG系统的场量做如下展开: 

0ln
f

u i u
g

   , 0ln( )v fg v  , (30) 
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其中, 0u 、 0v 是任意种子解, 取为: 

0 0 1 20, ( , ) ( , )u v v x t v y t   , (31) 

将式(30)~(31)代入式(28)~(29), 可得双线性方程: 

1 2[ ] 0x y t xt y yt xD D D v D v D f g    , (32) 

0x yD D f g  . (33) 

将变量分离假设式(4)和 

0 1 2 3g b b p b q b pq    , (34) 

代入式(33), 可得: 

0 3 1 2 2 1 3 0 0a b a b a b a b    . (35) 

再将式(4)和(34)代入式(32), 可得: 
2

1 2 2 0 2 0 1{[ 2 ] xtA p A p a b b a v     
1

1 2 12[ ] } 2xt x tA p A p p A p    
2

1 2 1 0 1 0 2{[ 2 ] ytB q A q b a a b v     
1

1 2 12[ ] } 2yt y tB q A q q B q  , (36) 

其中, 

1 3 1 1 3 2 3 0 2 1 1, ,A a b a b A a b b a B      

2 3 3 2a b a b . (37) 

类似地, 视 p和 q为任意函数, 从而由式(36)

和式(37)分别解出 1v 和 2v : 

1 1 2
1 2

1 2 2 0 2 0

( 2 ) 2( )

2
t x xt

xt
c A p p A p A p

v
A p A p a b b a

  


  
, (38) 

1 1 2
2 2

1 2 1 0 1 0

( 2 ) 2( )

2

t y yt
yt

c B q q B q A q
v

B q A q b a a b

  


  
, (39) 

其中, ( )c c t 为任意函数.  

定义 2 xyF iu , 2 xyG v  , 则有: 

1 2 0 3

2
0 1 2 3

2( )

( )

x ya a a a p p
F

a a p a q a pq

  
  

 

1 2 0 3

2
0 1 2 3

2( )
( ),

( )

x y
a b

b b b b p p
U U

b b p b q b pq

    
   

 (40) 

a bG U U  , (41) 

其中, aU 和 bU 即是多线性分离变量解的通式(26).  

对于实的 2DsG系统和实的MNNV I系统而言, 

常量 u本身就非常重要. u是实数这一条件就说明

g是 f 的复共轭, 即 *g f . 此时, f 和 g可以简

单地取为[52]: 
1 , 1f ipq g ipq    , (42) 

由此可得, 
2arctan( )u pq . (43) 

值得一提的是, 此多线性分离变量解等价于

用Moutard变换得到的结果[52-55].  

3.2  第二类一般多线性分离变量法 
BKK系统: 

2( ) 2 0ty xxy x y xxH H HH G    , (44) 

2( ) 0t xx xG G HG   , (45) 

经过变换, 

0 0(ln ) , (ln )x xyH f H G f G    , (46) 

其中, 0 0{ , }H G 是任意种子解, 分别得到三线性和

双线性方程: 
2 2

02 (2 2 )x y xxy y xx x xyH f f f f ff f ff f     
2

0 02 ( ) 2x xy x y x xyH f ff f f f f H    
2 2

02 ( ) ( )y xx x txy xxxyH f ff f f f f     

( x ty xx xy x xxy y xxxf f f f f f f f f     

) 2 ( ) 0y tx t xy x y t xxf f f f f f f f    , (47) 
2

0 0( )( ) 0xx x x x yff f ff G H     . (48) 

取 BKK系统的种子解为: 

0 00, ( , )G H h x t h   , (49) 

其中, h是所示变量的任意函数.  

把变量分离假设式(4)推广成: 

0
1

N

i i
i

f q p q


  , (50) 

其中, { , 0,1,2, , }iq i N  和{ , 1,2, , }ip i N  分别

是{ , }y t 和{ , }x t 的函数. 将式(49)~(50)代入多线性

方程(47)和(48)后, 可解得: 
2

00 0( 2 )it x x i ip c h p c        

0
1

( )
N

j i ji j
j

c p c p


 , (51) 

,
0

( )
N

it i j i j j
j

q c q C q


  , (52) 

其中, { , , , 0,1,2, , }ij jc C i j N  是 t的任意函数.  

BKK系统的一般多线性分离变量解为: 

0
1 11

2
0 0

1 1

( )

N NN

ix i y j jyix iy
i ji

N N

i i i i
i i

p q q p qp q

G

q p q q p q

 

 

 
 
 
  

 

 

 
, 

1

0
1

2
N

ix i
i

N

i i
i

p q

H h

q p q





 





. (53) 

可见, 从修改贝克隆变换假设和多线性变量



 

第 5期 唐晓艳: 非线性系统的多线性分离变量法 19 
 

 

分离假设出发, 成功地推广到了 2种一般多线性分

离变量法. 在第一类推广中发现 2个通式可以有条

件地线性相加, 在第二类推广中则引入了任意多

个变量分离函数.  

4 总结与讨论 

本文介绍了一种可以求解非线性系统的多线

性分离变量法. 目前该方法已经求解了大量的 2+1

维可积系统以及一些1+1维和3+1维非线性可积系

统, 得到了具有任意低维变量分离函数的多线性

分离变量解. 事实上, 多线性分离变量法不仅可以

求解可积的非线性系统, 而且可以求解不可积的

非线性系统, 但是所得到的多线性分离变量解中

的低维变量分离函数不再具有任意性. 研究表明, 

所有具有多线性分离变量解的系统的某个物理量

都可以表示成一个通式, 由此我们定义了多线性

分离变量可解性: 若一个 n+1维系统可用多线性分

离变量法求解, 存在一个合适的物理量可用通式

描述, 而且通式中至少存在一个 n 维的任意函数, 

那么可称该系统是多线性分离变量可解的.  

文中所讨论的一般多线性分离变量法只是从

两方面对多线性分离变量法进行了推广, 相信还

有很多途径可以使得解中含有更多的变量分离函

数. 例如可以从达布变换的角度来得到一般多线

性分离变量解, 使得任意数目的变量分离函数从

另一新的角度进入变量分离解[56]. 基于同样的思

考方法, 应该也可以用贝克隆变换、非线性迭加原

理等方法来得到更一般的变量分离解. 另外, 如何

从非线性系统的对称性来更好地理解多线性分离

变量解也是一个值得深入探讨的问题.  
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Multi-linear variable separation approaches for nonlinear systems 

TANG Xiaoyan1,2 
( 1.School of Mathematical Sciences, East China Normal University, Shanghai 200241, China;  

2.Shanghai Key Laboratory of Pure Mathematics and Mathematical Practice, Shanghai 200241, China ) 

Abstract: It is known that the Fourier transform method and the variable separation approach, commonly 
applicable in linear physics, cannot be directly applied to nonlinear physics. Therefore, how to establish 
corresponding methods in nonlinear physics is a problem addressed by many physicists and mathematicians. In 
this paper, a variable separation method is presented, in which the multi-linear variable separation approach is 
applied to nonlinear systems to obtain multi-linear separation variable solutions with low-dimensional variable 
separation functions. The proposed approach is especially effective for the common case in which the 
multi-linear separation variable solution of an integrable system contains some arbitrary low-dimensional 
variable separation functions. 
Key words: multi-linear variable separation approach; multi-linear variable separation solution; integrability 
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