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非线性系统的一般条件对称和导数相关泛函分离变量法 

张顺利 
（西北大学 数学学院, 陕西 西安 710127） 

摘要: 众所周知, Fourier 分析和分离变量法是研究线性系统的有效手段, 但分离变量法难以推广

到非线性系统. 发展处理非线性系统的新的分离变量法迫在眉睫. 首先提出导数相关泛函分离

变量解(DDFSS)的新概念, 给出定义, 据此寻求相应的一般条件对称(GCS), 创建理论体系(简称

DDFSS 方法). 尔后, 分别应用 DDFSS 方法于一般非线性扩散方程、KdV 类方程、一般非线性

波动方程: (1)对所考察方程做了 DDFSS 可解的完全归类; (2)利用 DDFSS 方法建立了所得分类方

程的 DDFSS 精确解; (3)描述了一些解的局域激发等性质, 给出了有关结果的对称群解释. 最后

指出, DDFSS 方法可发展应用于求解某些高维方程和方程组问题, 更能扩展用于处理带扰动项

的非线性系统.  
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非线性现象广泛地来源于物理、化学、生命、

社会、经济等领域. 随着科学技术的日新月异, 对
非线性系统的研究不断深入. 对描述非线性系统

的非线性方程的性质和求解之研究已成为重要课

题之一.  
众所周知, 傅立叶分析和分离变量法是线性

科学中强有力的两大工具. 反散射方法是傅立叶

方法在非线性可积系统的成功推广. 而分离变量

法在非线性系统中一直未得到成功运用. 已有几

种类型的非线性分离变量法相对独立地出现. 为
了有效地分析和求解非线性系统, 提出新理论, 创
建新的分离变量法, 乃至推广或统一已知的多种

分离变量法刻不容缓.  
在分离变量的研究方向, 1977 年, Miller 用经

典 Lie 对称实现了线性方程的分离变量; 1985 年, 
Kalnins 和 Miller 引入了微分 Stackel 矩阵方法; 
1996 年, Dolye 提出了微分几何方法; 几乎与此同

时, Zhdanov 等学者建立了各种不同形式的 ansatz- 
based 方法等[1-3].  

非线性科学中非线性分离变量法的研究在我

国也有重要进展, 其中最典型的有三种方法. 第一

种方法称之为 Cao 等的(Lax 对的)非线性化方法

(Cheng、Li 和 Zeng 称之对称约束法, Lou 和 Chen
称之为形式分离变量法). 第二种方法是 Qu、Zhang
等的基于一般条件对称(GCS)的泛函分离变量法

(FVSA); 第三种方法是 Lou、Tang 等建立的多线

性分离变量法(MLVSA).  
然而, 后两种分离变量法的研究还需要进一

步深入、发展、完善和沟通. 就泛函分离变量法

(FVSA)而言, 一方面, 对于非线性系统, 为了得到

和考察新的类别，获得更多新解, 基于一般条件对

称的泛函分离变量解(FSS)有待推广; 另一方面, 
该方法的推广有望统一至少包括 MLVSA 在内的

多种分离变量法. 而关于第二种方法(FVSA)的研

究还停留在其本身上, 尚无实质性进展.  
为了更有效地研究非线性系统, 必须推广 FSS

的概念. 本文中, 首先提出导数相关泛函分离变量

解(DDFSS)的新概念, 给出定义, 据此寻求相应的
                                                                                                                                

收稿日期:  2020−05−11.   宁波大学学报（理工版）网址: http://journallg. nbu. edu. cn/ 
基金项目: 国家自然科学基金（11371293）.  
作者简介: 张顺利（1966－）, 男, 陕西蓝田人, 博导/教授, 主要研究方向: 非线性方程、可积系统. E-mail: zhangshunli@nbu.edu.cn 



 
第 5 期 张顺利: 非线性系统的一般条件对称和导数相关泛函分离变量法 27  

 

一般条件对称(GCS), 构建理论体系(简称 DDFSS
方法); 之后分别应用 DDFSS 方法考察一般非线性

扩散方程、KdV 类方程和一般非线性波动方程: (1)
对所考察方程做了 DDFSS 可解的完全分类; (2)利
用 DDFSS 方法建立了所得分类方程的 DDFSS 精

确解; (3)描述了一些解的局域激发等性质, 给出了

有关结果的对称群解释. 本研究的关键和难点在

于寻找合适的 GCS 及对大型偏微分方程组的完全

求解.  
在研究利用DDFSS对非线性系统进行DDFSS

分类和求解时, 针对不同类型的非线性模型, 首先

要求各种场量及其导数的某种(泛函)组合可以有

加法或乘法的分离变量解; 接着基于这一要求确

定相应的一般条件对称; 再利用所获的一般条件

对称(群)方法确定所有可能的方程和可能的泛函

组合, 给出该类型方程的所有 DDFSS 可解等价类; 
最后分别求出归类方程的导数相关泛函分离变量

解(DDFSS).  
利用一般条件对称将 MLVSA 和 DDFSS 两种

分离变量法加以理论抽象和有机统一. DDFSS 计

算复杂, 难度较大, 但有望发展成一个系统的方法

并包含 MLVSA 甚至现有的多种分离变量法的结

果. 因此, 本研究还将考虑统一DDFSS和MLVSA, 
然后试图统一其他多种分离变量法. 关键问题在

于推广相应的一般条件对称.  
本工作的创新与特色在于: (1)理论上, 提出

DDFSS 新概念, 定义不同类型的 DDFSS, 揭示这

一新概念与一般条件对称的内在联系; (2)方法上, 
建立 DDFSS 方法的理论框架和实现步骤, 应用和

发展 DDFSS 方法; (3)内容上, 分别用 DDFSS 方法

获得了 3 种类型的一般方程—–一般非线性扩散方

程、KdV 类方程和一般非线性波动方程的 DDFSS
可解的完全分类, 以及分类方程的 DDFSS 解.  

勿容置疑, 导数相关泛函分离变量法基于一

般条件对称, 因而有很大的发展潜力和应用价值: 
(1)可以将此方法推广到高维系统和方程组等情形, 
扩展方法的应用范围; (2)通过推广 DDFSS 概念或

将统一现有的多种分离变量法, 包括统一多线性

分离变量法; (3)推广解的形式超越分离变量解本

身; (4)研究不同方程之间的变换; (5)寻找所得分类

模型的应用背景.  

 

1 分离变量法 

Fourier 分析和分离变量法是处理线性系统的

两大工具 . 而对于非线性系统 , 反散射方法是

Fourier 分析的成功推广. 分离变量法在非线性系

统的研究中同样有着重要作用, 目前统一的方法

尚缺乏, 因而亟待建立. 非线性分离变量法主要包

括: 几何方法(Dolye), ansatz-based 方法(Zhdanov), 
形式分离变量法(曹策问、耿献国、程艺、李翊神、

曾云波、乔志军、周汝光、马文秀、周子翔), 泛函

分离变量法(Qu, Zhang), 导数相关泛函分离变量

法(Zhang, Lou, Qu), 多线性分离变量法(Lou, Tang)
等等[1-4].  

研究非线性系统的分离变量法, 首先需要对

一些不同类型的方法进行分析、比较, 以便取其共

性优点, 构建新理论框架, 最后探究统一多种分离

变量法.  

2 泛函分离变量法 

Qu 和 Zhang 等对非线性发展方程的泛函分离

变量解, 提出了利用一般条件对称对方程进行分

类和求解的步骤和方法, 称作泛函分离变量法[5-7].  
对于非线性发展方程, 为叙述简明起见, 以下

考察 Klein-Gordon 方程: 
( )tt xxu u F u  .  (1) 

人们感兴趣的是方程(1)的乘积分离解 
( ) ( )u x t    (2) 

或和式分离解 
( ) ( )u x t   .  (3) 

然而, 一般的非线性方程不一定有这种解. 因此, 
可以寻求如下形式的分离解—–泛函分离解(FSS): 

( ) ( ) ( )f u x t   ,  (4) 
式中, ( )f u 为可逆函数. 泛函分离解(4)满足对称

约束 
( ) 0xt x tu g u u u    ,  (5) 

式中, ( ) ( ) / ( )g u f u f u  . 此时寻求 FSS 的问题

等价于寻求方程(1)的下列一般条件对称: 

[ ( ) ]xt x tV u g u u u
u u


 

  
 

.  (6) 

定义 1  一般向量场(6)叫做方程(1)的一般条

件对称(GCS), 如果 
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(2) ( ) | 0
E W

V   ,  (7) 

其中 E是方程(1)的解流形, W 是附加于(1)的方程

列 0, 0,1,2,i
xD i    , 相应于不变曲面条件及其

关于 x的各阶全导数.  
以下计算 (2) ( ) |

E W
V   .  

对于方程(1), V 的二阶延长为 
(2) 2 2

t x
tt xx

V D D
u u u

  
  

  
  

.  

(2)V 作用于方程(1), 即 
(2) ( ( )) |tt xx E W

V u u F u    
2 2[ ( ) ] |t x E W

D D F u     , 

借助于表达式 0, 0,1,2,i
xD i   和方程(1), 消去

u的高阶导函数, 上式化为含有 u的相互独立的偏

导数项形式 
(2) 2( ( )) | |tt xx tE W E W

V u u F u D       
3[ ( ) 2 ( ) ( )] t xg u g u g u u u    

3[2 ( ) ( ) ( )] t xg u g u g u u u    
[ ( ) ( ) ( )F u g u F u    

2(3 ( ) 2 ( ) ) ( )] t xg u g u F u u u  .  (8) 
方程(1)容许一般条件对称(6)当且仅当表达式

(8)为 0, 由此给出方程(1)具有泛函分离解的下述

充要条件定理. 
定理 1  方程(1)具有泛函分离解(4)当且仅当 

22 0, (3 2 ) 0g gg F gF g g F          .  (9) 

此时求解式(9), 可获得方程(1)具有泛函分离

解 (4)的完全分类结果 ; 对所得任一等价类 , 由
( )g u 定出 ( )f u , 再求其逆可得 1( ( ) ( ))u f x t   , 

把它代入对应方程得到确定 ( )x 和 ( )t 的常微分

方程组, 通过求解该常微分方程组可得等价类方

程的泛函分离变量解.  

3 导数相关泛函分离变量法 

几何方法(Doyle)是将分离变量问题转化为微

分几何形式. 构造不变量易于表述场变量, 简化分

离变量条件, 即微分约束和相容性条件. 求解相容

性条件可得方程的分离变量可解分类. 但这方面

的研究目前已停滞, 且仅限于和式分离解. ansatz- 
based (Zhdanov)方法是预先给出某种分离变量解

的一般形式(ansatz), 令 ansatz 中新的坐标函数满

足设定的包含任意函数的常微分方程(ODEs), 将
ansatz 及 ODEs 代入原始方程, 得到的常常是复杂

的非线性偏微分方程组, 求解之获得分离变量可

解分类. 这是一个朴素的方法, 它体现了约化的方

向, 难点是求解非线性偏微分方程组无规律可循, 
技巧性较强. 1995 年后, 未看到研究论文. 形式分

离变量法对不可积模型应用起来比较困难. 尽管

如此, 分离变量法在某些方向得到了长足发展. 其
中引人注目的是多线性分离变量法(MLVSA)和泛

函分离变量法(FVSA). MLVSA 已成功应用于求解

众多的可积模型, 得到了一个普适公式, 由于公式

中包含有任意函数及其导函数, 适当选取参数便

可得到各种各样的已知的和新的局域激发模式 . 
FVSA 在对一般非线性扩散方程、一般非线性波动

方程的分类和求解中取得了不少进展.  
纵观这些分离变量法: (1)定义的 ansatz 不同, 

几何方法、ansatz-based 方法、形式分离变量法和

多线性分离变量法均直接给出解的待定式(ansatz 
for u ), 而泛函分离变量法解的形式隐含, 式(4)的
左端不是 u , 而是 ( )f u , 虽然右端局限于和式

( ) ( )x t  ; (2)处理问题的方式不同, 几何方法将

分离变量问题转化为微分形式后, 得到可积性条

件—–方程分类的依据. ansatz-based 方法、形式分

离变量法是预设某种包含任意函数的形式解, 一
些任意函数又满足特定形式的高阶导数已解出的

待定常微分方程, 将形式解代入原始方程, 接着利

用这些常微分方程进行约化, 约化结果可化为确

定分离变量分类的偏微分方程组 . 对于 ansatz- 
based 方法, 求解这些偏微分方程组需要高度技巧

性, 无普遍规律可循, 有时比求解原始方程更难. 
而泛函分离变量法, 是将解的 ansatz 转化为对称约

束, 充分利用一般条件对称这一优势, 使得方程的

分类和求解约化系统化、程序化, 并可对某些结果

作出对称群解释, 处理非线性发展方程, 泛函分离

变量法已经成为一个行之有效的方法; (3)共性的

抽象, 非线性方程的约化、求解需要满足一些约束

条件, 约束条件常常与某种对称相联系. 所以, 一
般条件对称是一个强有力的工具. 由于一般条件

对称的引入, 一方面, 所有解的 ansatz 原则上可以

转化为具体的条件对称, 可用一般条件对称处理

非线性问题, 获得更多新结果. 另一方面, 泛函分
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离变量法有望统一其他多种分离变量法, 需要对

分离变量解的 ansatz 做适当的推广, 并找到相应的

条件对称, 即可得到多种多样的推广形式. 例如, 
对于(1+1)维模型, 可定义下列形式的分离变量解:  

(i) ( , ) ( ) ( )xf u u x t   ,  
(ii) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )xf u u x t x t      , 
(iii) ( , , , , , , , )x t xx xt ttf u u u u u u   

1 1
( ( ) ( )) ( ) ( )

M N

i i i i
i i

x t x t   
 

   , 

(iv) ( , , , , , , , )x t xx xt ttf u u u u u u   
( , ), ( , ), ( , )F x t x t       .  (10) 

当然, 对于处理方程组, 在高维系统和离散情

形下, 泛函分离变量概念也可做类似推广.  
本文首先提出了导数相关泛函分离变量解

(DDFSS)式(10)的新概念, 由此导出相应的一般条

件对称(GCS), 建立了利用GCS处理非线性发展方

程 DDFSS 问题的基本理论体系, 然后依次解决三

大方程—–一般非线性扩散方程、KdV 类方程和一

般非线性波动方程的 DDFSS 问题: 完成了上述一

般方程的 DDFSS 可解的完全分类, 建立了所获分

类方程的 DDFSS 精确解, 描述了一些解的局域激

发等性质, 给出了某些解的对称群解释. 由于篇幅

过于冗长, 本文略之[4,8-20].  

4 总结与讨论 

本文简述了几种重要的分离变量法. 在对这

些分离变量法进行分析比较的基础上, 找出其差

异, 抽象其共性: 约化与对称. 指出了泛函分离变

量法的局限性(ansatz)和潜在优势(GCS), 利用GCS, 
对泛函分离变量法提出各种各样的推广. 提出了

导数相关泛函分离变量法的新方法. 分别就一般

非线性扩散方程、KdV 类方程和一般非线性波动

方程, 定义了导数相关泛函分离变量解(10), 导出

了相应的一般条件对称(GCS), 建立了利用GCS处
理非线性发展方程 DDFSS 问题的基本理论框架,
完成了三大类一般方程的DDFSS可解的完全分类, 
获得了分类方程的 DDFSS 精确解, 讨论了一些解

的局域激发等性质, 给出了某些解的对称群解释.  
然而, 仅仅几个典型一般方程的 DDFSS (10)

可解归类和求解工作获得完成. 有关导数相关泛

函分离变量法的研究, 还有以下问题部分完成或

有待进一步解决[4,21-38]: 
(1)对于上述三大一般方程, 讨论其他形式的

导数相关泛函分离解.  
例如, 讨论一般非线性波动方程的下述导数

相关泛函分离解: 
( , , , , ) ( ) ( )x t xx xtf u u u u u x t   .  

(2)导数相关泛函分离变量法向高维非线性方

程和方程组情形的推广.  
例如, 研究(2+1)-维一般非线性扩散方程 

( , , ) ( , , ) ( , , )t x y xx x y yy x yu A u u u u B u u u u C u u u    

的导数相关泛函分离解 
( , , ) ( ) ( ) ( )x yf u u u x y t      

问题.  
(3)导数相关泛函分离变量法可推广到研究具

有小参数扰动项的非线性系统. 首先需要定义导

数相关泛函分离变量近似解、一般近似条件对称等

概念. 此项工作参见吉飞宇博士的论文. 同时, 作
为国家自然科学基金面上项目—–基于近似广义对

称的扰动非线性方程的若干问题的部分研究内容, 
相关工作已于 2017 年底结题完成.  
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Generalized conditional symmetries and derivative-dependent functional 
variable separation approaches for nonlinear systems 

ZHANG Shunli 
( School of Mathematics, Northwest University, Xi’an 710127, China ) 

Abstract: It is well known that both the Fourier analysis and the variable separation approach are effective 
means for solving problems in linear systems. However, it is quite difficult to extend the variable separation 
approach into nonlinear systems. It is worth the effort to develop new approaches of variable separation to deal 
with some nonlinear systems. In this paper, we bring forward a novel concept of the derivative-dependent 
functional separable solutions (DDFSSs). Under the given definition, its corresponding generalized conditional 
symmetry (GCS) is sought, and elementary theories involving the DDFSS approach is established. Next, the 
DDFSS approach is applied to the generalized nonlinear diffusion equations, the KdV type equations and the 
extended nonlinear wave equations, respectively. The following objectives have been achieved in this study: (1) 
a complete list of canonical forms is acquired which expresses the classification results of the considered 
equations; (2) the exact solutions are obtained to the resulting equations via the GCS method; (3) the localized 
excitations of certain solutions are characterized and the symmetry group interpretation is given to some 
solutions. Finally, some points can be made for the fact that the DDFSS approach can be developed to solve 
some high dimensional equations, systems of equations, and can also be extended even further to deal with some 
perturbed nonlinear systems. 
Key words: generalized nonlinear diffusion equations; KdV type equations; extended nonlinear wave equations; 
generalized conditional symmetry (GCS); derivative-dependent functional separable solution (DDFSS) 
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