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求非线性系统对称群的新方法 

马红彩 1,2 
（1.东华大学 理学院, 上海 201620; 2.东华大学 非线性研究所, 上海 201620） 

摘要: (1)从 Lax可积系统的 Lax对出发, 寻找非线性系统的对称及精确解, 利用这种方法可以解

决不少(2＋1)维的可积系统, 它的优点在于比较简洁方便, 这从 KP 方程的求解对比就可以看出. 

(2)从 CK直接法入手, 将这种方法进行修正, 利用这种修正的 CK直接法求非线性系统的对称和

精确解; 这种方法的最大优点在于不但可以用于可积系统, 而且也适用于不可积系统, 还可以求

出离散群. 另外, 这种方法也适用于高维的不可积模型.  
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自 20世纪 60年代, Lax[1]从微分算子的视角把

KdV 方程表示成算子方程, 进而表明用反散射变

换方法(IST)求解方程的核心是找到该方程的 Lax

对(这也表明反散射可积其实也就是 Lax 可积). 随

后, 有许多学者考察了一类二阶矩阵常微分算子

的特征值问题, 导出了与之相联系的非线性演化

方程梯队, 由此得到了与该特征值问题的反问题

相关联的线性积分方程, 从而加速了散射反演方

法的迅猛发展. 到 20 世纪 70 年代初, 前苏联的

Zakharov和 Shabat[2]基于 Lax想法, 把它推广应用

到了高阶KdV方程以及立方非线性 Schrödinger方

程等, 用实际例子表明了反散射方法的普适性. 接

着, Wadati[3]用反散射的方法解决了 MKdV 方程, 

同时 Kruskal 也用相应的方法研究了 sine-Gordon

方程的求解. 在以后的 2 年里, Ablowitz、Kaup、

Newwell和 Segur(AKNS)[4]把这个方法推广到了更

一般的情形, 通过反散射来求解一大批非线性方

程的解. 1975年, Wahlquist和 Estabrook(WE)[5]给

出了含 2个独立变量的非线性发展方程的延拓法, 

他们从 Lie代数出发得到方程的 Lax对. 这些研究

成果为反散射变换法求解方程提供了必要的支撑, 

表明了 Lax 对在可积的非线性系统中有着重要的

作用.  

面对讨论的目标方程(非线性发展方程, 一般

都是偏微分方程), 经典的对称群研究方法常囿于

寻找李点对称, 这在传统李群理论中只要研究无

穷小形式就够了. 求解对应的常微分方程或方程

组的初值问题就很方便求得唯一对应的 Lie群. 然

而, 这对于偏微分方程太过基础, 还有大量的研究

课题值得探究. 一方面我们即便有李代数表示, 但

是求解对应的初值问题, 进而去求有限变换及对

称群也并非易事; 另一方面, 在大部分情形下, 初

值问题的解可以求得, 然而对应的表达式相当繁

琐, 并不具备实际应用价值. 再者, 在很多时候, 

常规的对称群可能就不是 Lie群, 而是更广义的连

续群, 这就使得非线性系统的求解更加困难. 幸运

的是, 如果我们只是寻找那些Lax可积模型的对称

群, 结果就完全不同.  

1 Lax可积系统对称群及严格解 

Lax 对在研究可积模型的各种性质中起着举

足轻重的作用. 它是确定一个给定偏微分方程的

具体可积性的好方法之一. 事实表明[6-8], 可积模

型的 Lax对在寻找无穷多对称(无穷小变换)有限变

换(对称群)中也同样起着很大的作用.  

为了便于说明, 下面通过对 KP方程: 
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( 6 ) 3 0xt xxx x x yyu u uu u     　(1) 

的研究来具体说明用Lax对的方法求一个非线性系

统的对称及严格解.  

众所周知, KP方程的Lax对为: 

0,xx yu      　(2a) 

 3 3
d 0,

2 4t xxx x x yu u u x            (2b) 

其中: u是KP方程的一个解. 令 

( , , ) ,G     　 (3) 

其中: G   、、、 是 x y t、、的函数, 将它代入方程 

(2a), 如果我们限定 满足与方程(2)一样的方程, 

可以得到第1组  、、 和G的限定方程:  

0,x  0,y   (4a) 

0,x  2 ,y x  　 (4b) 

2 0,x x xx yG G G       (4c) 

2 ( , , ) 0,xx x yG G u G u G          　(4d) 

同样做法, 把方程(3)代入方程(2b), 得到另一组待

定函数的限定方程:  
3 2, 3 ,x t x x tG G      　 (5a) 

3 1
3 ( , , )

2 2t xx x x tG G u G Gu           

3 ( , , ) 0,xG u      (5b) 

3 3 3
d

2 4 4t xxx x x yG G uG Gu G u x      

1 1

3 3
( , , )d ( , , )

4 4t tG u G u 
            

1

1
( , , ) 0,

2
tG u   


  (5c) 

从式(4a)直接能得到: 

( ),t   (6) 

它只是单变量 t的任意函数. 从式(5a)的第1个方程

可以算出: 
1/3

0 ( , ),t x y t     (7) 

而从式(4b)可得到: 
2/3 ( ),t y t     　(8) 

其中: ( ), t  0 0 ( , )y t  是相应变量的任意函数.  

由式(5a)的第2个方程可得:  

 2/3
0

1
exp 2(ln ) 3

9 t t t t
G G xy  


   

 
, (9) 

其中: 0 0 ( , )G G y t 是{ , }y t 的函数.  

再把方程(7)和(9)代入式(4c)可得: 
2

0 2/3 1/3

2 2
,

9 3
tt t

t t

y y  
 

     (10) 

其中:  是 t的任意函数.  

很显然, 式(4d)给出了 u和 u之间的变换关
系:  
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,
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G

G




  (11) 

剩下的2个方程(5b)和(5c), 我们选定 0G 的形式为:  
4 5

2 23 39 ( 6 ) 6 (2 3 ) 4(ln( ))81
0 1( ,)e t t t t t t tt t tt t tt

y
y yG G t


         
  

     
 (12) 

这就自然满足式中 1 1( )G G t 是 t的任意函数.  

这样我们就得到了和文献[9]中一样的KP方程

的有限变换群定理.  

定理1  如果 ( , , )u u x y t 是KP方程(1)的一个

解, 那么由式(13)表示的u也是KP方程的一个解. 
2 2
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其中: 
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 (14) 

且{ , , }   均为 t的任意函数.  

定理的证明很简单, 直接代入验证即可.  

注1  决定方程组(4)和(5)的非线性形式是唯

一的. 在求解过程中, 首先从简单的线性方程(4a)

解出 函数, 只要找到 函数, 则关于 的方程(式

(5a)的第1个方程)就等价于 1/3
x t  . 这样就可以得

到 的表达式, 那么相应的关于 的方程(4b)及关

于G的方程(式(5a)的第2个方程)都是线性的. 式(4c)

只是关于 0 函数的方程, 显然式(4d)也是u和 u的
线性形式. 一旦方程(4)和(5)中的其他方程确定, 
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方程(5c)就成为一个恒等式, 因而方程(5b)对于函

数 0G 就是线性的. 虽然这个结果与经典的结果相

比也不足为奇, 但是, 这里得到的结果比用传统方

法得到的结果要简洁很多.  

为了用定理1得到传统给出的那些对称, 只需

要把任意函数式(14)取如下形式即可:  

( ), ( ), ( )t f t g t h t        , 　(15) 

其中: 是无穷小参数, 则方程(13)就成为: 
2( ) ( ),u u u O      　(16) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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 
    

2 2
( ) ( ) ( ) ( )

3 3y tyf t g t u f t u f t u     
 

   

22 4
( ) ( )

9 27
xf t y f t    

4 2
( ) ( )

9 3
g t y h t  . 　(17) 

显然方程(17)与经典的结果是等价的. 换句话

说, KP方程经典的对称群的复杂表达式与定理1中

任意函数取方程(15)时给出的简洁形式完全等价. 

这种方法对很多模型都成立.  

修正的 CK 直接法对于很多系统都是有效的, 

下面我们来看看在可积系统中的应用.  

2 修正的 CK直接法求解 KP方程 

自 19世纪 90年代, Lie[10]开创性地提出了连续

的变换群定义, 并且用它来求解微分方程, 这一刻

便奠定了 Lie群理论的里程碑地位. 在过去的半个

多世纪里, Lie 群理论及其方法已成为数理领域的

一把利器[11-13]. 近年来, 各种各样求解偏微分方程

特解的方法如雨后春笋般层出不穷, 且这些特解

是经典Lie方法得不到的. 正如Olver和Rosenau[14]

所说, 经典的和非经典的方法中都暗藏着某种形

式的群不变性. Lie 给出的方法, 只是一个单纯的

代数过程, 可以求出给定的偏微分方程的对称群. 

Lie 群变换的引入, 使方程的自变量和因变量空间

上相应的精确解具有不变性. 随后, Noether[15]在

Lie 群变换中引入因变量的导数变量, 进而推广了

Lie 方法. 经典意义下的对称, 使偏微分方程得到

简化形式, 使得求解更加方便. 另外, 用 Lie 方法

也可以得到群作用下的不变解(也称为相似解), 它

们在整个对称群的子群作用下保持不变 . 后来 , 

Bluman 和 Cole[16]给出了非经典方法, 这种方法可

以找到给定偏微分方程的条件对称. 理论表明, 这

样得到的变换只是对解的子集具有不变性. 需要

说明的是 , 经典对称是非经典的 , 而反之不然 . 

Olver等[17]对此做了详尽说明. 再后来, Clarkson和

Kruskal[18]提出了求对称约化的直接方法(也称为

CK直接法). 前面那些对称都可以只通过代数的方

法得到[19]. 

在文献[18]中, Clarkson和 Kruskal引入了直接

法, 用于求偏微分方程的相似约化, 并且成功地应

用到了Boussinesq方程. 他们的主要想法是寻求给

定偏微分方程下面形式的约化: 

1 2 1 2( , , , ) ( , , , ,n nu x x x W x x x   

1 2( , , , )),mU z z z 1 2( ( , , , ),i i nz z x x x   

1, 2, , )i m n  , (18) 

这种形式的约化是最为一般的形式[20]. 对于给定

的偏微分方程: 

( , , , , , , 1, 2, , ) 0
i i ji x x xF x u u u i j n   , (19) 

将方程(18)代入到方程(19), 我们要求得到的结果

是 1 2( , , , )mU z z z 的低维的偏微分方程(也可能是

常微分方程), 利用W、 iz 及其导数满足的条件, 从

而可以解出W和 iz .  

事实上, 对于绝大多数的实际自然系统, 常用

以下简单形式的约化取代前面的一般形式(式(18)). 

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n nu x x x x x x    

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n mx x x U z z z   . (20) 

实际上, CK直接法表明, 不用群理论, 只需要

用简单而直接的代数方法就可以求得各种模型的

Lie点对称群.  

实现这种目标并不很困难, 只要把下面式子: 

1 2 1 2( , , , ) ( , , , , n nu x x x W x x x  

1 2( , , , )),nU X X X  

1 2( ( , , , ), 1, 2, , )i i nX X x x x i n   ,  (21) 

代入方程 (19)中 , 并且要求U在 1{ , , , }nu x x   

1{ , , , }nU X X 的变换下满足同样形式的偏微分方

程即可. 我们的核心思想是对原有的CK直接法作2

处修正: (1)自变量保持不变少. (2)原方法是降维约

化, 我们的方法是直接求原方程的对称群. 下文将
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该方法称为修正的CK直接法.  

这里, 我们仅限于研究一些(2+1)维模型有如

下形式的对称群: 

( , , ) ( , , )u x y t U      ,  (22) 

其中:     、、、、 是 x y t、、的函数, 这些函数可通

过要求 ( , , )U    在变换{ , , , } { , , , }u x y t U    下

满足和 ( , , )u u x y t 满足的方程一样的方程来确定.  

与 Lax对的方法一样, 我们先以著名的 KP方

程(1)为例来说明这种方法. 在文献[21]中, David等

已经用传统的 Lie群方法研究了 KP方程的 Lie点

对称群. 同时, KP 方程广义的w对称代数也由文

献[22]给出, 文献[23-24]给出了其对称约化.  

首先证明对于KP方程用下面的特殊形式:  

( , , ), u U      (23) 

代替下面的一般形式是可行的,  

 , , , ( , , ) ,u W x y t U     (24) 

其中:     、、、、 是 x y t、、的函数.  

将方程(24)代入方程(1), 并要求 ( , , )U    仍
是KP方程的解, 只不过其中的变量为新变量(相当

于做了变换, 利用KP方程消去U 及其高阶导数), 

进而有: 

10

34 ( , , , , , ,U x xW U G x y t U U
     

9 , , , ) 0,U U U 
  (25) 

其中: /n

n nU U


   , G是一个与 10U

、U 及它们

的高阶导数无关的冗长的函数. 要使方程(25)对任

意的解 U 恒成立, 只要 U 的各阶导数的系数多项

式恒为零即可.  

显然, UW 非零, 也可以证明 0x  没有非平

凡的解, 消去 10U

的系数可得到:  

0, i.e. ( , )x y t    ,  (26) 

利用式(26), 方程(25)可以简化为:  

4

2 4(3 )U y xW U U 
   1( , , , , , ,G x y t U U   

4 , , , ) 0,U U U 
  (27) 

其中: 1G 是一个与U 和 4U

无关的复杂函数. 消

去U 和 4U

的系数可得:  

( ), ( , ),t y t      (28) 

利用上述结果, 方程(28)可以将方程(27)进一步化

简为: 

4 2
2 ( , , , , )UU xW U G x y t U U U      

3 43( , , , , , , ,G x y t U U U U  
 

, , , ) 0,U U U U     (29) 

其中: 2G 和 3G 只是相应变量的函数. 消去U 的

系数, 即 UUW , 表明只使用简单形式(方程(23))和

使用一般形式(方程(24))一样可以找到 KP 方程的

一般对称群.  

将方程(23)和(28)代入KP方程很容易求出: 

1/3 2/3 2 0
1 1 01/3

1

1

18 6
t

t t tt
t

y
C x C y

C

    


    ,  (30) 

2 2/3 2 2/3
1 0 1, ,t tC y C          (31) 

2 2

2

(3 4 )1
(ln )

18 324
t ttt tt

t t
t

y
x

   



    

1/3 2 2
1 0 1 0 0

4/3

( 12 )

36 72
t t t t t

t tt

C y C     
 

  
 

 
, (32) 

其中: 0 0 ( ),t  0 0 ( )t  , ( )t  都是时间 t的任

意函数, 离散常数 和 1C 的值由式(33)确定:  

1

1
1, 1, (1 i 3), (i 1),

2
C         (33) 

由此可以得到如下定理.  

定理2  如果 ( , , )U U x y t 是KP方程(1)的一

个解, 则 
2 2

2

(3 4 )1
(ln )

18 324
t ttt tt

t t
t

y
u x

  



     

1/3 2 2
1 0 1 0 0

4/3

( 12 )

36 72
t t t t t

t tt

C y C     
 

  
  

 
 

2 2/3
1 ( , , )tC U     (34) 

也是KP方程的解. 变量为式(30)和(31), 其中 0 0 、
和 是 t的任意函数, 离散常数  和 1C 的值由式

(33)给出.  

从定理 2 可以看出, 对于实的 KP 方程, 对称

群其实包含 2个部分:  

其一对应于 

1 1C     (35) 

的Lie点对称群. 

其二对应于 

11, 1C      (36) 

的等价于 y的反射变换, 即 y y 伴随一般的Lie
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点对称变换. 换言之, 如果记实值KP方程的Lie点

对称群为 , y的反射记做 y , 恒等变换记做I, 离

散的反射群记做 2 { , }yI  , 则定理2给出了实值

KP方程的完整的Lie对称群 RKP 表示为:  

RKP 2 ,     　(37) 

对于复的KP方程, 其对称群就被分为6个部分: 

11, 1,C   　 (38) 

1

1
1, (i 3 1),

2
C     　(39) 

1

1
1, (i 3 1),

2
C     (40) 

11, 1,C     (41) 

1

1
1, (i 3 1),

2
C      (42) 

1

1
1, (i 3 1),

2
C      (43) 

与定理2中的部分相对应. 定理2给出了复值KP方

程的完整的对称群 CKP , 它是由Lie点对称群  (定

理2中取式(38))和离散群 3 的积构成: 

CKP 3 ,     (44) 

3 1 2 1 2{ , , , , , },y y yI R R R R    (45) 

其中: I 是恒等变换; y 是 y的反射且 

1

1
: ( , , ) (1 i 3)

2
R u x y t u    

1 1
(i 3 1) , (1 i 3) , ,

2 2
x y t

    
 

 

2

1
: ( , , ) (i 3 1)

2
R u x y t u    

1 1
(i 3 1) , (i 3 1) , ,

2 2
x y t

    
 

 

如前所述, 定理2中KP方程的特殊群—–Lie点对称

群的复杂的等价形式已经在文献[25]中给出. 要想

从定理2中, 在式(38)下得到传统方法得到结果的

等价形式, 只要取 

0( ) ( ), ( ) ( ),t t f t t g t      

0 1( ) ( ), 1, 1,t h t C     

其中: 为无穷小参数, 则式(34)就可以写成:  
2( ) ( ),u U U O     

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

6 3t tU g t y h t f t x     


 

21 2
( ) ( ) ( )

18 3tt x t yf t y U yf t g t U    
 





 

2 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

3 36 18t t tt ttf t U f t U yg t f t x     

21 1
( ) ( )

6 108
,t ttth t f t y  

上述对称的等价向量场为: 

21 1 2
( ) ( ) ( ) ( )

3 18 3

            
t tt tV f t x f t y yf t f t

x y t

        21 1 2
( ) ( ) ( ) +

18 108 3tt ttt tf t x f t y f t U
U

        
 

1 1
( ) ( ) ( )

6 36t ttg t y g t g t y
x y U

          
 

1
( ) ( )

6 th t g t
x U

    
  

 

     1 2 3( ) ( ) ( ) , V f t V g t V h t  

这个结果与标准Lie方法得到的结果完全相同, 进

而可以求解下面的KP型方程:  

2
1 8 2 4 2 3 2

3

2x x x x xy x xc u cu u c u u u u     

2
2 2 2 2 2 2 2

3 3
0,

2 4x y x x xy x xtuu u u c u u u u


    (46) 

在规范变换 

, , 4 ,x X y Y t T     

及 1, 1/ 4c     下, 方程(46)可化为: 

 2 3 1 8( 6 ) 3X XT X X X Y Xu u u uu u c u      

2 2 2 3( ) 0,x XY XY Xc u u u u   (47) 

显然, 当 1 20, 0c c  时, 式(47)化为 KP 方程(1), 

我们可以利用上述 2 个定理进行求解. 当 1 0,c   

2 0c  时, 只需要再加一个条件:  

1 8 2 2 2 3( ) 0,X x XY XY Xc u c u u u u    

然后利用上述定理即可求其对称及精确解. 当然, 

也可以直接使用前述 2种方法直接求解, 由于方程

复杂, 计算会相对麻烦.  

3 总结与讨论 

本文所做的主要工作是:  

(1)探寻新的求对称思路. 从Lax入手对Lax对

可积的模型进行了讨论, 以 KP 方程为典型实例, 

对传统的做法进行了回顾, 同时也可以看出, 用传
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统方法可以得到结果, 但是结果较为复杂, 因而很

难在实际中应用. 我们的想法是从 Lax 对入手, 利

用假定的Ansatz代入原来的Lax对, 让新的变元与

原来的变元满足一样形式的Lax方程, 利用已有的

条件消去高阶导数项可以得到一系列的决定方程, 

并解出这些方程组, 进而可以得到关于可积模型

的有限变换群定理. 得到的结果包含了传统方法

得到的结果, 且形式上简单很多. 更进一步, 这种

方法也可分别应用到 sine-Gordon方程、DS方程、

Camassa-Holm 方程、DLW 方程、ANNV 方程及

NNV 方程中, 且对 sine-Gordon 方程及 DLW 方程

给出了局域激发结构[26-29].  

(2)将CK直接法加以修正, 使其可以用以求对

称群. 对于 CK 直接法, 传统的做法是在某种约束

的要求下使得原来的模型从高维情况(例如从(2+1)

维)约化得到低维相似约化方程(例如(1+1)维或者

直接约化到常微). 显而易见, 增加或减弱约束条

件可以得到新的结果. 由于原约束的提出并不是

唯一不可变的, 所以首先想到了利用直接法去做, 

我们只要求在有限变换后新的变量也满足与原来

变量一样的方程, 然后利用决定方程来求出相关

的待定函数, 进而求出系统的对称群及代数.  

总之, 本文从另外的角度用2种新颖而简洁的

方法探讨了非线性系统的对称与严格解, 用Lax对

很简单地对Lax可积的体系进行了讨论, 同时也用

修正的CK直接法讨论了非线性系统. 这种修正的

CK直接方法的优势在于它不但适用于可积系统, 

而且对于不可积系统也显示出极大的威力. 近几

年来被很多同行所引用, 并在其他系统中得以应

用[30-34]. 当然, 在文中我们没有涉及到离散形式的

非线性系统, 因此, 这2种方法在离散系统、变系数

及分数维系统上的应用还有待进一步研究.  
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New methods for finding symmetry groups of nonlinear systems 

MA Hongcai1,2 

( 1.College of Science, Donghua University, Shanghai 201620, China;  

2.Institute of Nonlinear Sciences, Donghua University, Shanghai 201620, China ) 

Abstract: At first, we obtain the symmetry and exact solution of nonlinear integral system using Lax pair which 
can be used to solve many (2+1)-dimensional integral systems in a simple and convenient way as observed from 
the KP equation. In addition, we use the modified CK direct method to acquire the symmetry and exact solution 
which can be applied in both integral and non-integral systems. Along with this process, the discrete group can 
be obtained for dealing with the high dimensional system. 
Key words: symmetry; exact solution; symmetry group; Bäcklund transformation; Lax pairs; CK direct method; 
nonlinear superposition formula 
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