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若干高维可积和不可积模型的严格解 

胡恒春 
（上海理工大学 理学院,  上海 200093） 

摘要: 可积和不可积模型可以描述自然科学中的诸多现象, 寻找高维非线性模型的严格解已成

为可积系统的一个重要研究内容. 结合达布变换法和多线性分离变量法, 可以得到多个(2+1)维
非线性模型包含任意函数的严格解, 通过选取不同的任意函数, 构造这些非线性模型新的相互

激发模式. 进一步推广了形变映射理论, 建立了变系数 4 场和 sine-Gordon 以及双 sine-Gordon
场的形变映射关系, 从而得到高维不可积模型包含任意函数的新严格解. 对任意函数的不同选

择, 构造了 sine-Gordon 和双 sine-Gordon 可积模型丰富的局域解和周期解, 如多 solitoff 解及其

周期波推广、周期形变的蛇形孤波解以及变模的拟周期解等. 
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作为现代非线性科学的一个重要分支, 孤立

子理论引起了人们越来越浓厚的研究兴趣, 在自

然科学的各个方面都得到了迅猛的发展. 孤立子

理论的一个重要研究内容就是如何寻求更多非线

性模型, 特别是高维模型的严格解, 并用这些新的

精确解来解释已知的实验或者自然现象, 预测可

能发生的自然灾害, 如海啸等等. 由于孤立子理论

的研究对象都是非线性系统, 在线性系统中行之

有效的解的叠加性原理不再适用, 人们不得不考

虑其他方法来研究非线性问题. 在孤立子理论半

个多世纪的发展进程中, 很多数学家和理论物理

学家提出和发展了很多求解非线性问题的方法, 
如反散射方法、对称约化法、Hirota 双线性方法、

Painleve 分析、齐次平衡法、Bäcklund 变换、摄动

法、几何方法、分离变量法以及达布变换法等[1-11]. 
在线性物理中有两大普遍适用的方法—–傅立

叶变换法和分离变量法. 由于在线性物理和非线

性物理中研究的对象不同, 所采用的方法也无法

完全套用. 直到 20 世纪 60 年代, 傅立叶变换法才

被成功地推广到非线性科学中的一些可积模型中, 

这就是著名的反散射方法. 而对于分离变量法, 在
非线性科学中一直没有得到成功的推广和应用 . 
近几十年来, 人们提出多种形式的变量分离方法, 
如先验假设法、基于 Lax 对的非线性化方法、对称

约束法、形式分离变量法、泛函分离变量法以及多

线性分离变量法等[12-21]. 而达布变换法作为求解

具有Lax对的非线性系统的一种有效方法, 有着非

常广泛的应用. 达布变换法可以追溯到 19 世纪末

法国数学家Darboux在研究线性 Sturm-Liouville问
题时的思考方法. 通过达布变换方法可以得到单

个或者耦合非线性系统的精确解, 如不稳定的薛

定谔方程、KdV 方程、Davey-Stewartson 方程、

Kadomtsev-Petviashvili 方程、 (1+1)和 (2+1)维的

Toda 格点方程、sine-Gordon 方程以及高维非线性

薛定谔系统等. 
另一方面, 由于实际物理模型通常为不可积

模型, 如何寻找不可积模型包含任意函数的变量

分离解一直是待解决的一个难题. 为此, 作者进一

步发展和推广了已有文献中 4 场和高维不可积的

sine-Gordon 模型之间的形变映射方法, 建立了单
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个或者变系数的 4 场与高维不可积的 sine-Gordon
和双 sine-Gordon 模型之间的形变映射关系, 求得

了这些高维不可积模型包含任意函数的用 Jacobi
椭圆函数表示的变量分离严格解. 利用包含任意

函数的 Jacobi椭圆函数的严格解, 得到了不可积的

sine-Gordon 或者双 sine-Gordon 模型的丰富的周期

波-solitoff 解、周期波-周期波的相互作用、周期波- 
kink解、拟周期波解以及它们之间的相互激发模式. 

本文主要内容安排如下: 第 1节借助于达布变

换法和非线性系统的变量分离的初值解, 构造一

些(2+1)维非线性系统的达布变换的包含任意多个

变量分离函数的严格解, 并给出一些新的局域激

发模式. 这些非线性系统包括(2+1)维色散长波方

程、非对称的 Nizhnik-Novikov-Veselov 方程、

Nizhnik-Novikov-Veselov 方程和修正的 Nizhnik- 
Novikov-Veselov 方程. 利用这些达布变换给出的

包含变量分离函数的严格解的表达式, 得到了这

些(2+1)维非线性系统的特殊形式的周期波解、鞍

型环孤子解、dromion-solitoff 解、compacton 解以

及多 dromion 解等. 第 2 节通过建立 4 场和高维

sine-Gordon 模型的形变映射关系, 得到这些高维

不可积模型包含任意函数并用 Jaboci 椭圆函数表

示的变量分离的严格解. 第 3 节是全文的总结, 讨
论并对将来的研究工作进行展望. 

1 与(2+1)维非线性可积系统的达布变换相关联

的变量分离解 

本节重点研究若干高维系统的达布变换解并

比较这些解与分离变量法所得结果的差别. (2+1)
维色散长波方程是描述浅水波运动的一个非

Painleve可积模型, 它最早由Boiti等利用弱Lax对
导出, 随后其他作者研究了它的反散射和对称代

数等性质. (2+1)维色散长波方程[12]的具体形式如

下: 
( ) 0,  ( ) 0.yt x y x t xy xu v uu v uv u       (1) 

在文献[8,21]中, 作者导出分离变量解的普适

公式 

2
0 1 2 3

2
( )
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a a p a q a pq


  
  

, 

0 3 1 2a a a a   , (2) 

式中: p是任意函数; q是Riccati方程的一个任意

解; ( 0,1,2,3)ia i  是任意常数. 按照标准的二元达

布变换步骤, 可以得到色散长波方程(1)的一次达

布变换如下: 
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式中: y xu p ; 而 1 1, 是色散长波方程 Lax 对的

一组共轭解; 1 1 1 1( , ), ( , )       是通过该 Lax 对

定义的两个奇性流形. 利用达布变换纯代数的迭

代性质, 可以将 N次达布变换用行列式表示. 通常

人们在做非线性系统的达布变换时, 一般都取零

种子解, 这样做的好处是经达布变换后比较容易

求解Lax对, 缺点是这种取法很难得到非线性系统

的新严格解. 为了得到包含变量分离函数的新解, 
取色散长波方程的种子解为 0v p  , 0 ( , )u u x t , 
相应的波函数变成 1 1 1( , ) ( , )p x t q y t   , 1

   

1 1( , ) ( , )P x t Q y t , 结合第一次达布变换的结果(3), 
经过计算可以得到色散长波方程的一个新解 
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 (4) 
式中: 1 1( , )p p x t , 1 1( , )P P x t , 1 1( )f f y , 1F   

1( )F y , 1 1( )c c t , 1 1( )C C t . 可以直接验证当

1P  1 0f  , 1 1c C 常数时, 式 (4)的第 1 项就是

分离变量法的普适公式 (2) , 第 2 项自动消失. 类
似地, 取 1 1 0p F  , 1 1c C 常数时, 式 (4) 的第

2 项就是普适公式 (2) , 第 1 项自动为 0. 因此, 从
一次达布变换结果出发, 通过选取Lax对的波函数

变量分离解, 也得到了(2+1)维色散长波方程的多

线性分离变量法的普适公式, 由此可以看出, 运用

不同的方法和手段, 达到了同样的结果. 总之, 通
过对色散长波方程的 Lax 对的种子解选取变量分
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离函数作为初值解, 得到的 N 次达布变换的表达

式可简洁地写成 Grammian 行列式的形式, 并且在

此行列式中包含任意多的变量分离函数, 通过选

取不同的变量分离函数, 可以构造色散长波方程

更多类型的新严格解和新局域激发模式. 另外需

要指出的是, 对许多高维非线性系统适用的普适

公式 (4)仅仅是一次达布变换得到解的表达式的一

种特殊情形. 由此看来, 通过达布变换构造的变量

分离函数解要比分离变量法得到的分离变量解更

丰富. 
采用同样的方法, 引进闭的 1-形式来构造(2+1)

维非对称 Nizhnik-Novikov-Veselov 方程和(2+1)维
Nizhnik-Novikov-Veselov 方程的二元达布变换, 通
过选取它们Lax对的分离变量解, 利用二元达布变

换的一次迭代公式, 得到了这些非线性系统的新

变量分离解, 进一步选取适当的任意函数来研究

非线性系统的新周期解和孤波解等. 另一方面, 利
用 Miura 变换和达布变换, 得到了(2+1)维 mNNV
系统的包含任意变量分离函数的用 Pfaffian表示的

N次达布变换的新严格解. 通过选择合适的变量分

离函数, 得到了 mNNV 方程的一个新的周期解和

包含 4 个 dromion 的新孤子解. 
此外, 达布变换法适用于Lax对存在的非线性

系统, 且不需要先验的假设条件, 这是与分离变量

法相区别的重要一点. 另外一方面, 达布变换可以

一次次地迭代下去, 是一个纯代数的过程, 这样非

线性系统的解中就可以包含任意多的变量分离函

数. 而在分离变量法的普适公式中, 最多含有 2 个

任意的分离变量函数. 因为在非线性系统中, 线性

叠加原理并不适用, 所以分离变量法本身无法通

过线性叠加原理来增加变量分离函数的个数, 达
布变换法恰恰解决了这个难题. 对一个给定的非

线性系统来说, 每经过一次达布变换, 其解的表达

式中的变量分离函数个数就会增加, 从而大大丰

富了非线性系统的解的任意性和多样性. 
总之, 利用达布变换法和非线性系统本身的

变量分离的函数解, 可以得到一些非线性系统的

包含任意多个变量分离函数的严格解, 可通过进

一步选择适当的任意函数来构造非线性系统新的

局域激发模式, 研究新的孤波解和周期解的性质

和它们之间的相互作用. 

 

2 高维非线性不可积系统的严格解 

在实际物理问题中 , sine-Gordon 和双 sine- 
Gordon 系统是 2 个最基本的重要非线性方程. 本
节将以这 2 个重要的物理模型为例来寻求一些不

可积模型的具有任意函数的严格解. 分别给出单

个和多个 4 模型与(N+1)维 sine-Gordon 系统之间

的形变映射关系, 进而构造不可积的 sine-Gordon
模型新的含有变量分离函数的孤波解、周期解以及

拟周期波解等. 而(N+1)维 sine-Gordon (nSG)系统

在物理学中有很多实际应用, 如在简并媒质中的

超短光脉冲的共鸣传播性质, 在压缩链 XY下的非

线性激发, 以及与光学和弦论相关联的物理问题

的各个方面等[22-30]. 
首先建立(N+1)维 sine-Gordon模型与多个约束

的 4 场的形变映射关系来寻求更多的 nSG 方程的

严格解, 特别是多周期波解和孤波解之间的相互

作用. 可以直接证明, (N+1)维 sine-Gordon 方程形

式如下: 

1
+ sin sin 0,

i i

n

x x tt
i

m mg g
g g

    


    (5) 

那么, 函数 
12 π 4= tan , 0, 1, 2,

g g


        

是(N+1)维 sine-Gordon 模型的解, 其中函数满足

关系式 
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
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以及 
2 2 2
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由上述形变映射关系可得式(5)的变量分离解 

12 π 4= tan sn ,
1
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g g k


 
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式中, 变量V 满足 
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其中, 常数满足关系式 
2

2 2 2
0 1 0 1 1

1 1 1 1
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n n n n

i j i i i
i j j i
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k是 Jacobi 椭圆函数的模. 如果取 

2 2
1 1

1 1

1( ) 1
3
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 
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 
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那么(2+1)维 sine-Gordon方程的解(8)表示一个包含

2 个周期波的相互作用解, 在不同的区域里, 分别

有一个周期波起主导作用. 由于在式 (8) 中任意函

数 ( )f  的存在就决定了周期行波解的丰富结构 . 
通过选取任意函数 ( )f  的特殊形式, 可以得到多

种多样的解形式及它们之间的相互作用性质. 

为了得到更多复杂的多周期波解以及周期波

与 kink 解的相互作用, 引进 2 个 4 模型的解与

nSG方程之间的形变映射关系, 来得到更为丰富的

高维 sine-Gordon 系统的严格解. 下面的定理给出

它们之间的形变映射关系. 
定理 1  如果函数 1 和 2 是 4 模型 1 1 1= +   

3
1 1  , 3

2 2 2 2 2= +     在约束条件 2
1 1 1 2( ) ( , )g    , 

2
2 2 1 2( ) ( , )g    , 1 2 1 2 1 2( ) ( )
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12 1 2( , )g   下的 2 个解, 记 1 2f a b   , 1h    

2c , 并要求函数之间满足关系 
2 2 2 2 2
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那么 
12 π 4= tan , 0, 1, 2,h

g g f


       

就是(N+1)维 sine-Gordon方程(5)的一个解. 特别地, 
如果把简单的函数约束关系 

1 1 1 1 2 1 1( ( , , , , )) ( )nV x x x t V    , 

2 2 2 1 2 2 2( ( , , , , )) ( )nV x x x t V    , 

1

2 2 41
1 1 1 1 12V C
     , 

2

2 2 42
2 2 2 2 22V C
      , 

以及常数选取为 
c ab , 

2 1

1

,a



   

2
1

1
1

,
2

C 


  

1
1

,
2
mg


  

12 2 0g g  ,  

可以得到 sine-Gordon 模型的多个周期波解或者周

期波-kink 解的相互作用. 
总之, 借助于 4 模型与 nSG 系统之间已有的

形变映射关系, 并且进一步发展和推广这种形变

映射关系, 得到了 nSG系统的包含常数模的 Jacobi
椭圆函数解以及 2DSG 方程包含任意函数为模的

Jacobi 椭圆函数解, 这些解都可以看成是具有任意

函数的特殊形式的变量分离解. 与多线性分离变

量法所得到的变量分离解相比较, 通过这种形变

映射方法得到的解没有普适公式 (2)中的任意函数

分离得那样彻底, 而是一种相对特殊的包含变量

分离函数的严格解. 通过选择适当的常数和变量

分离的任意函数, 分别构造了 nSG 系统及其在

(2+1)维情形下的多种周期-周期波解、多线性与曲

线孤波解、周期-kink 解、周期-周期-kink 解以及

有不同的激发模式的拟周期解等等. 

3 总结和讨论 

本文首先将达布变换法和分离变量法结合起

来, 成功地构造了一些(2+1)维非线性系统的包含

多个变量分离函数的严格解, 并且研究了这些非

线性系统的严格解之间的相互作用性质. 由于达

布变换法只是一个纯代数的迭代过程, 无需先验

假设条件, 这也克服了多线性分离变量法的一个

不足之处. 利用非线性系统和其Lax对的变量分离

的初值解, 可以构造非线性系统的二元达布变换, 
并利用达布变换的迭代性, 可以得到非线性系统

的包含任意多个变量分离函数的严格解, 达布变

换法得到的解中包含的变量分离函数个数远远多

于多线性分离变量法的普适公式中的变量分离函

数个数. 因此, 从达布变换法得到的严格解的变量

分离函数的选择性和丰富性都大大增加, 为构造

非线性系统的新的孤子解提供了条件. 
另一个方面, 对于高维不可积系统, 首先推广

单个 4 场和高维不可积模型之间的形变映射关系, 
构造不可积模型包含变量分离的任意函数的第一
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种严格解. 更进一步建立了多个 4 场和高维不可

积模型之间的复杂形变映射关系, 从而得到不可

积系统的更为丰富的周期解以及模为任意函数的

拟周期解. 近十多年来, 达布变换法在构造非线性

系统的怪波解研究中发挥了重要作用, 得到了许

多有意义的研究成果. 此外, 通过引进多个约束条

件和任意函数来寻求不可积系统的新严格解也有

很多有益的尝试. 
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Exact solutions for some high dimensional integrable and 
nonintegrable systems 

HU Hengchun 
( College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093,  China ) 

Abstract: How to find more exact solutions of the integrable and nonintegrable systems is one of the most 
important issues in the soliton theory. With the help of Darboux transformation and variable separation solutions 
of initial problem and Lax pair of the PDEs, we obtain some new types of soliton solutions of the dispersive long 
wave equation, the asymmetric Nizhnik-Novikov-Veselov equation, the Nizhnik-Novikov-Veselov equation. 
Considering the entrance of the arbitrary variable separated functions, we can construct many new types of exact 
solutions and the multiple localized excitations through proper selections of the arbitrary functions. In this study, 
we have developed the mapping relations between one or more constrained 4  fields and high dimensional 
sine-Gordon or double sine-Gordon equation. From the mapping relations, we can obtain many new kinds of the 
periodic wave solutions, the quasi-periodic wave solutions and periodic-kink solutions of high dimensional sine- 
Gordon and double sine-Gordon systems. 
Key words: Darboux transformation; variable separation approach; mapping relations; sine-Gordon equation; 
double sine-Gordon equation; periodic wave solution; quasi-periodic wave solution 
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