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形变映射法在求解非线性 Klein-Gordon 方程中的应用 
——以 4 方程和 6 方程为例 

贾  曼 
（宁波大学 物理科学与技术学院,  浙江 宁波 315211） 

摘要: 非线性 Klein-Gordon 方程在场论中具有十分重要的物理意义, 且通常是不可积的. 形变映

射法利用场论中可积场方程的已知孤子解、周期解等共同特征, 通过建立一般特解间的联系来求

解不可积场的新解析解. 形变映射法可以将一个非线性系统的某些重要的严格解和其他系统互

相联系起来, 从而得到这些非线性系统的新类型严格解, 例如多个椭圆周期波的相互作用解或

椭圆周期波和孤立波的相互作用解; 也可以利用系统自身的形变映射关系, 得到同一个系统不

同解之间的形变映射关系, 从而得到系统的新严格解. 将严格解映射到系统自身, 就是系统的贝

克隆变换. 
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从 20 世纪中叶开始, 非线性科学的研究在全

世界兴起, 科学家们建立了很多非线性模型, 特别

是被称为可积系统的非线性模型, 并发展了很多

方法来研究这些非线性模型的性质.  
在众多的非线性模型中, 有一些特殊非线性

系统, 它们虽然看起来完全不同, 但是在一些重要

问题上具有明显的共性 . 例如 , 非线性 Klein- 
Gordon (NLKG)方程与物理问题联系密切, 且对于

孤立子理论的研究有着重要作用, 其一般形式可

写为: 

1
( ) 0,
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n

tt x x
i

u u F u


    

不同的 ( )F u 对应着不同的方程, 例如: 若 
3( ) ,F u      

此时对应为 4 方程; 如果 
3 5( )F u       , 

此时为 6 方程; 若 
( ) sin( )F u u  , 

则为著名的 sine-Gordon 方程; 若 

 ( ) sin 2 sin
2 2
g gF u u gu         

, 

对应为双 sine-Gordon 方程; 而 
3 3

1 2 3( )F u f f f       , 
则为 Ginzburg- Landou 方程. 

这些方程具有十分重要的物理意义. 4 和 6
场模型是经典和量子场论中最重要的两个方程. 
众所周知, 在规范场理论中引入 4 模型, 可以解

决非 Abelian 规范场的非零质量问题. 4 模型不仅

在场论中具有基础地位, 而且在其他物理学分支

以及其他学科[1-10]中具有很重要的应用, 例如: 在
统计力学中, 4 模型可用来描述势能和磁化函数

的熵[1]; 在宇宙学中, 4 模型可用来解释宇宙常数

的小量[10]. 而 6 模型在量子场论、凝聚态物理以

及固体物理等领域的应用也越来越广. 所以求解

高维非线性 Klein-Gordon 模型变得极为重要且有

意义. 
早期的结果[11]表明, 物理上最重要的局域激

发模式(孤立波等)和周期波往往跟非线性 4 场方
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程的严格解有关系. 因此可以建立一种方法(即形

变映射方法)将不同非线性系统的某些重要的严格

解互相联系起来(映射关系), 从而使各种非线性系

统的重要解可以同时得到解决. 
通过大量的探索, 在对非线性系统的孤立子

和周期解充分研究的基础上, 楼森岳教授成功地

建立了 4 场的严格解和非线性 Klein-Gordon 模型

间的映射关系, 并由此得到了无穷多新的还无法

用其他方法得到的非线性局域激发模式. 一些特

殊类型的解, 例如非多周期波相互作用解以及周

期波和孤立波的相互作用解, 可以很方便地得到.  
在非线性系统严格解间的形变映射方法成功

之后, 一个问题自然产生: 非线性系统的其他重要

性质是否也可以利用形变映射方法来研究? 在大

量的非线性系统中, 可积系统是其中最重要的能

够严格求解的非线性系统. 在传统理论中, 是否存

在自贝克隆变换(auto BT)被认为是刻画非线性系

统可积性的重要判据. 而 4 场等更多的实际非线

性系统不是完全可积系统, 它们仍然存在大量的

严格解. 因此, 利用形变映射关系寻找 4 系统本

身的形变映射, 从而得到 4 系统不同解之间的形

变映射关系, 这就是孤子理论中常用的自贝克隆

变换. 利用自贝克隆变换, 可以得到 4 系统更多

类型的重要的严格解 [12-14]. 进一步, 如果得到了
4 系统尽可能多的新严格解, 继续利用形变映射

方法, 就可能同时得到其他非线性系统更丰富的

有意义的严格解. 
本文以 4 和 6 场模型为例进行说明. 第 1 节

给出从 4 到 6 模型的形变映射关系. 第 2 节给出
4 场模型的贝克隆变换(BT). 为简单起见, 只给

出相关定理, 其证明略去. 第 3 节为小结和讨论. 

1 从 4 到 6 模型的形变映射关系 

(n+1)维 6 模型方程为 
3 5
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而相应的 4 模型方程为 
3
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式中, 、 、 、 0 和 0 都是模型参数, 可为任

意常数. 不难发现, 4 模型和 6 模型的严格解间

存在形变映射关系. 

1.1  形变映射关系一 
定理 1  如果是 4 方程(2)的解, 且满足约束

条件: 
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那么 
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是 6 模型的解, 其中参数 1a 、 1b 、 1c 、 1 、 1 和 1C
与模型参数、 和 满足如下关系: 
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1.2  形变映射关系二 
定理 2  如果满足 4 方程(2)和如下限制方

程: 
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那么 
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是 6 模型的解, 其中参数 2b 、 2c 、 2 、 2 和 2C 由

下式决定: 
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1.3  形变映射关系三 
定理 3  如果是 4 模型(2)在限制条件 
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下的解, 那么 
2

3 3/ b c      (10) 

以及满足如下条件的 3 、 3 、 3C 、 3b 和 3c 是 6 模

型的解: 
3 3
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,

C b
c
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目前, 人们已经得到了 4 模型很多有意义的

严格解. 利用上述形变映射关系和 4 模型已知解, 
可以得到 6 模型新类型的波动结构.  
1.4  6 模型解举例 

可以证明, 4 模型存在一个特殊严格解: 
sn( , ),V m   (12) 

式中, sn( , )V m 为 Jacobi 椭圆函数,  
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( )f  是 的任意函数, 其中 
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参数 0ik 、 1ik 和 0 、 1 关系为 
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利用形变映射关系二, 不难发现 6 模型存在

下述严格解: 
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其中参数满足 
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式中,  定义为 

2 2
0 0

1
.

n

i
i
k 



   

可以看出, 当 1m  时, 6 模型的解(15)表示

的是周期波和周期波之间的相互作用; 当 1m 时, 
式(15)表示的是周期波和孤子之间的相互作用. 

任意函数 ( )f  的引入, 使得场方程存在着丰

富的局域结构.  
在得到 4 场和 6 模型的形变关系[14]的同时, 

完整的多 4 场与其他非线性场如李政道模型和多

sine-Gordon 场的形变映射关系 [15-16]也已经建立. 
建立和完善形变映射方法可以同时严格求解一类

重要的非线性标量场的物理激发.  

2 4 模型的 BT 

通常的贝克隆变换是对可积系统而言的. 利
用形变映射方法寻找 4 系统本身的形变映射, 从
而得到 4 系统的不同解之间的形变映射关系, 就
是 4 系统的贝克隆变换. 利用不可积标量场 4 场

的特解的 BT, 可由一个特解得到大量新的特解. 
利用上一项的形变映射方法可以得到其他非线性

不可积标量场的大量新特解. 这里给出 4 系统的

几个特殊 BT. 
2.1  4 模型的 BT定理 

定理 4  如果是 4 方程(2)在限制条件 
2 2 2

1
( ) ( ) ( ) 0

i
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x t
i

g g    

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下的解, 那么 

1 21a






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 (18) 

也是 4 模型的解, 其模型参数 1 1{ , }  和 ( )g  之间

的关系如下: 
2 2 2 -1( ) (1 )(2 3 3 1 )g a a          

2 4
0[ 1A a      

2
0 1 0 0 1(2 2 ) 2 ( )]a a a a         , 

2 2
0 0 1 1( )A a          

2
0 1(1 )( )a    . (19) 

需要说明的是, 如果 1 的模型参数满足 1   

0 和 1 0  , 那么(18)式给出的 BT 就是自贝克隆

变换, 否则就是非自贝克隆变换. 
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定理 5  如果是 4 模型在限制条件(17)下的

解, 那么 
2
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是模型参数为 2 2{ , }  的 4 方程的解, 其中 
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定理 6  如果满足 4 模型和限制条件(17), 
那么 
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是模型参数为 3 3{ , }  的 4 模型的解, 其中 
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定理 7  如果是 4 模型在限制条件(17)下的

解, 那么 
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是模型参数为 4 4{ , }  的 4 模型的解, 此时限制条

件(17)中的 ( )g  为 
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定理 8  如果是 4 模型在限制条件(17)下的

解, 那么 
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也是 4 模型的解, 此时模型参数为 5 5{ , }  , 限制

条件(17)中的 ( )g  满足下式: 
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将给出的新解代入相应的 4 方程, 利用 ( )g 
满足的条件和 4 模型本身, 即可直接证明上述 5
个定理.  

虽然上面给出的 ( )g  表达式较为复杂, 但可

以证明, 在合适的参数下, ( )g  有可能是的多项

式.  
上面给出的几个特殊形式的 BT, 可以用来从

4 方程已知的特殊解寻求方程的新解. 这些 BT通

常是非自BT. 非自BT指新解的模型参数与已知解

的不同. 

2.2  4 模型的非线性叠加定理 
BT 通常与非线性叠加相联系. 下面给出 4 方

程的非线性叠加公式, 也就是如何从 4 模型的两

个已知解得到新的严格解. 
定理 9  如果 1 和 2 是 4 模型在限制条件 
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1
, ( ) ( , ),

i i

N

x x tt
i

g       


       

3 2
2 2 2 2 2 2 1 2

1
, ( ) ( , ),

i i

N

x x tt
i

g        


       

1 2 1 2 1 2 3 1 2
1

( ) ( ) ( , )
i i

N

x x t t
i

g       


        

 (28) 
下的解, 那么 0 1 2( , )g   也是其解, 对应的模型

参数为{ , }  , 0 0 1 2( , )g g   以及限制条件中的函

数 1 1 1 2( , )g g   , 2 2 1 2( , )g g   和 3 3 1 2( , )g g   应

满足条件: 

1 1 2 2 1 2 1

2
1 0 2 0 3 0 1 1 1 1 0( )g g g g g g g               

2

2 2
2 2 2 2 0 0 0( ) ( ) 0g g g         . (29) 

原则上, 对于任意给定的 1g 、 2g 和 3g , 可以从

限制条件中得到 1 和 2 , 再由式(29)得到 0g  . 
也就是说, 只要知道了 4 模型的两个特解(非任意

解), 就可通过求解式(29)进行非线性叠加而得到

新解. 
与可积系统的一般叠加公式不同, 此处叠加

定理通常是非自叠加. 即由 4 模型的两个特解可

以得到新解, 但这些解的模型参数可能不同. 
为方便起见, 可以选取 1g 、 2g 和 3g 具有简单

的多项式形式. 例如, 选取 3 0g  , 1g 和 2g 为如下

形式的多项式: 

2 4
1 1 1 1 ,

2
g    

 
 

   
 
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2 4
2 1 2 2( ) ,

2
g     

 
 

    
 

 

于是可以得到 4 模型的一个特殊有理解 
1 2

0
1 2

( )
.g

  


  


 


 

和 6 模型类似, 也可以在 4 模型的严格解中

引入任意函数, 从而得到丰富的局域结构, 例如扭

结型曲线孤波结构、曲线孤波与周期波和准周期波

的相互作用等, 这里不作详细说明. 

3 结论 

本文以 4 模型和 6 模型为例, 说明如何利用

形变映射法求解非线性Klein-Gordon场方程. 利用
4 模型的严格解和其他不可积场模型间的形变映

射法, 比较容易地从 4 模型的一个已知解, 得到

另一个场方程新的类型的严格解. 特别是由于任

意函数的引入, 发现非线性Klein-Gordon场方程存

在着丰富的解的结构, 例如多个椭圆周期波的相

互作用解或椭圆周期波和孤立波的相互作用解.  
在此基础上, 进一步给出了从 4 模型本身到

模型新的严格解的形变映射关系, 这就是孤子理

论中常用的研究方法—–贝克隆变换. 通常来说, 
贝克隆变换是对可积系统而言的. 利用形变映射

关系, 即使对不可积系统, 也建立了模型的贝克隆

变换. 由于 4 模型和其他非线性 Klein-Gordon 场

方程间的映射关系, 4 模型新的严格解的给出会

使上述场方程存在着更多类型的严格解. 
虽然形变映射方法的首篇论文[11]发表已逾 30

年, 但是人们对它的关注度有增无减. 最新的研究

结果表明, 随着对场论和粒子物理的深入研究, 不
但形变映射法本身, 而且利用形变映射法给出的

结果都得到了广泛关注[17-19]. 借助于这一简单的

方法, 可以解决某些重要非线性激发模式之间的

关系问题. 
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Application of deformation relations in solving nonlinear 
Klein-Gordon field models 

JIA Man 
( School of Physical Science and Technology,  Ningbo University,  Ningbo 315211, China ) 

Abstract: The nonlinear Klein-Gordon equations play an important role in field theory and are usually 
considered non-integrable. Based on the common characters of the known soliton solutions and periodic 
solutions to the intergrable equations in field theory, deformation mapping method is constructed to find the new 
exact solutions of the non-intergrable equations. Deformation mapping method connects some important exact 
solutions of a nonlinear system to those of the other nonlinear systems, thus the new type solutions of those 
systems can be found, such as the conoidal periodic-periodic interaction waves and periodic-solitary interaction 
waves. The mapping relations also connect different exact solutions of a system so that new exact solutions to the 
same system are constructed. By transforming the old solutions to the new solutions of the same system, the 
deformation mapping relations become the Bäcklund transformations of the system. 
Key words: deformation relations; nonlinear Klein-Gordon equation; 4  field model; 6  equation; Bäcklund 
transformation; nonlinear superpositions 
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