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摘要: 非局域对称作为对称理论重要组成部分, 近年来逐渐引起人们关注. 本文以势 Korteweg-de 

Vries (KdV)方程、修正 Korteweg-de Vries (mKdV)方程和 Kadomtsev-Petviashvili (KP)方程为例, 

分别介绍了对应非线性系统与 Bäcklund变换相关的非局域对称、非局域留数对称与 Darboux变

换相关的非局域对称. 通过引入 3个辅助变量, 将 KP方程与 Darboux变换相关的非局域对称局

域化为 Lie 点对称. 运用对称约化方法简单概述了 KP 方程的相似约化解, 其中包括孤立子和

Boussinesq波相互作用解、孤立子和 KdV型波相互作用解以及非均匀背景下的单孤立波解.  

关键词: 非局域对称; 与 Bäcklund变换相关的非局域对称; 非局域留数对称; 与Darboux变换相

关的非局域对称; 局域化; 对称约化; 相互作用解 

中图分类号: O411.1 文献标志码: A 文章编号: 1001-5132（2020）05-0068-09 

众多求解方法中, 对称理论无疑是最重要也

是最有效的研究非线性系统的方法之一, 运用对

称性分析可使很多问题豁然开朗, 甚至彻底解决. 

现今常用的对称理论最早由挪威数学家Sophus Lie

建立, 它可以用来成功地解决或简化非线性问题.  

1874年, Sophus Lie在Galois和Abel工作的启

发下, 发现一些微分方程的解在某些连续变换群

作用下保持不变, 从而引入连续群(或称 Lie 群)的

概念, 使原来比较难以处理的微分方程的求解方

法得到了统一和扩充[1-2]. 1969年, Bluman和 Cole

将 Lie 群方法进行推广, 提出了非经典 Lie 群方法

(即条件对称或第一型的对称)[3], 这种对称要求在

微分方程和其不变曲面条件的公共解集上群作用

不变, 因而可以获得更多对称, 从而得到一些用经

典Lie对称方法得不到的结果. 1989年, Clarkson和

Kruskal 提出了约化微分方程的直接法, 简称 CK

直接法[4], 该方法最大的优势在于它直接从最一般

相似约化出发, 不使用群论思想, 简单直接. 1990

年, 楼森岳教授完善了CK直接法[5], 并应用到(2+1)

维KP方程, 得到了新的相似解[6]. 1992年, Nucci和

Clarkson 给出了一个反例, 用以说明直接法并非一

般的方法, 对 Fizhngh-Nagnmo 方程而言, 不能用

直接法获得非经典 Lie 群法的相似解[7]. 2000 年, 

楼森岳教授和唐晓艳博士提出了条件约化概念[8], 

他们通过直接约化法的思想得到(2+1)维 KdV方程

的新条件相似约化, 这些结果在非经典理论中是

不能得到的. 2005年, 楼森岳教授又提出了修正的

直接方法[9], 该方法先求对称群, 经过对称群的作

用构建已知解与未知解之间的关系, 修正的直接

方法同时适用于可积系统和不可积系统. 后来在

利用对称约化微分方程的过程中, 人们还引入了

高阶对称, 或称广义条件对称[10]. 此类对称可以构

造比经典和非经典 Lie点对称更丰富的精确解.  

除了局域对称, 为了得到非线性系统更多的

对称和精确解, 科学家还将局域对称推广到非局

域对称. 1980年, Vinogradov和Krasil’shchik首次提

出非局域对称, 他们利用递推算子构造了 Burgers

方程、KdV方程等多个方程的非局域对称[11], 并且

第一次给出了它们的应用. 1982年, Kaptsov在求解

发展方程 tu F 的递推算子方程 *[ , ]tR F R (其中
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*F 是 F 的形式线性化)时, 发现其解 R可以导出方

程 tu F 的一系列非局域对称[12]. 1988年, Bluman

等[13]利用守恒律构造微分方程的势系统, 并通过

研究系统的Lie点对称构造了原方程的非局域对称, 

也进一步扩展了对称的范围. 之后, Krasil’shchik

和 Vinogradov 利用覆盖理论研究了伪势型的非局

域对称[14]. 基于这种伪势型的非局域对称, Galas、

Schiff和 Leo等人得到了一些经典方程的非局域对

称及其流, 并从 KdV方程、Harry-Dym(HD)方程和

Ablowitz-Kaup-Newell-Segur(AKNS)方程的平凡解

出发构造了一些新的精确解[15-17]. 1991年, Adler通

过散射和反散射方法引进了相关可积方程非局域

对称的 Lie代数, 从而对 Adler、Reĭman等人提出

的可积梯队的经典结构进行了一般化[18-19].  

对称性研究的主流方法是从代数到群, 非局

域对称早期的研究成果更多来自于递推算子的逆

算子和共形不变形式[20-23]. 最近楼森岳教授发现, 

实际上面对许多复杂的非线性问题, 可从群到代

数进行研究, 能得到许多意想不到的成果[24-25]. 近

年来 , 楼森岳教授课题组通过 Darboux 变换、

Painlevé截断展开和 Bäcklund变换、Lax对建立了

大量非线性系统的非局域对称[26-28]. 陈勇教授课

题组还发现, 通过非线性方程的高阶对称也可以

构造非局域对称, 并提出了机械化方法[29-30].  

非局域对称可看作是局域对称的推广, 它是

对称的重要组成部分, 无论是其获得还是应用, 都

比局域对称要更加复杂和困难. 一旦给定系统的

非局域对称, 我们可以从两个方面讨论其应用问

题: 严格求解和寻求新的可积系统(包括负可积梯

队). 不同于局域对称, 非局域对称因为含有积分

项, 对应的初值问题不能直接求解, 与初值相对应

的初值问题是一个不封闭、不适定的问题, 有限对

称变换和相似约化不能够直接应用到非局域对称, 

从而使得非局域对称的应用难度提高. 为解决这

个问题, 楼森岳教授发展了非局域对称局域化方

法, 在此基础上可完成相应的有限变换和对称约

化研究. 已有的研究发现, 考虑非局域对称的对称

约化能构造非线性系统的一类新的严格解, 即孤

立子和非线性波相互作用解[31-32].  

本文我们先以几个经典的非线性偏微分方程

为例, 介绍三类非局域对称, 其中包括势 KdV 方

程的与 Bäcklund 变换相关的非局域对称、mKdV

方程的非局域留数对称以及 KP方程与 Darboux变

换相关的非局域对称. 并且文中我们将以 KP 方程

与Darboux变换相关的非局域对称为例, 通过将非

局域对称局域化为延拓 KP 系统的 Lie 点对称, 随

后运用对称约化方法构造该方程的孤立子-非线性

波相互作用解, 包括孤立子-Boussinesq 波相互作

用解、孤立子-KdV 型波相互作用解和非均匀背景

下单孤立波解等. 文章最后是非局域对称研究的

总结和最新进展概述.  

1 非局域对称 

1.1  势 KdV 方程的与 Bäcklund 变换相关的非局
域对称 
本节以势 KdV方程为例, 介绍从 Bäcklund变

换出发构造相应的非局域对称[27].  

考虑 KdV方程: 

6 0t x xxx     , (1) 

通过变换 = xu 引入势 u , 其中, u满足势 KdV 方

程: 
23 0t x xxxu u u   . (2) 

对于势KdV方程(2), 存在以下Bäcklund变换: 
2

1, 12 ( ) / 2x xu u u u     , (3) 
2 2

1, 1, 1,2 2 2t t x x x xu u u u u u      

1 1,( )( )xx xxu u u u  , (4) 

其中, 为任意常数. 式(3)和(4)表明, 如果 u是势

KdV方程(2)的解, 那么 1u 也是该方程的解, 它们代

表了式(2)的 2个解之间的有限变换. 另外, 式(3)和

(4)也可以看作是式(2)的一个非线性 Lax对, 因为 
2

1, 12 ( ) / 2x xu u u u     , (5) 
2 2

1, 1, 1,2 2 2t t x x x xu u u u u u       

1 1,( )( )xx xxu u u u  , (6) 

的相容性条件 1, 1,xt txu u 正是式(2).  

考虑式(2)和其Bäcklund变换式(3)和(4)在下列

无穷小变换下保持不变:  

+   , +u u  , 1 1+u u   , 

其中,  是无穷小参数, 即要求 u和 1u 的对称 和
 满足对称方程: 

6 0t x x xxxu     , (7) 

12 ( )( ) 0x x u u           , (8) 

1, 1,(4 2 ) (2 4 )t t x x x x x xu u u u           
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1, 1( )( ) ( )xx xxu u u u        

( ) 0xx xx    . (9) 

方程组(7)~(9)的解包含了大量势 KdV 方程的

非局域对称, 特别地, 当 0  , 存在如下命题. 

命题 1  势 KdV方程(2)具有新的非局域对称 
1( )du u x

e
 , (10) 

其中, u和 1u 满足 Bäcklund变换式(3)和(4).  

1.2  KdV方程的非局域留数对称 
最近楼森岳教授在研究玻色化的超对称 KdV

方程时, 发现它的截断 Painlevé展开的留数是非局

域的, 可称之为非局域留数对称[28]. 对于任一个

Painlevé 可积的系统, 截断 Painlevé 展开的留数都

是原系统的非局域对称. 而且很多不同的可积系

统拥有完全相同的留数对称. 本节我们以 mKdV

方程为例, 介绍该方程的非局域留数对称.  

考虑如下形式的 mKdV方程: 
26 0t x xxxu u u u     , (11) 

根据WTC(Weiss、Tabor、Carnevale)方法[33]并结合

领头项分析, 将mKdV方程的 Painlevé截断展开式

写为: 
0

1

u
u u


  . (12) 

其中, ( , )x t  是一个任意奇异流形. 将展开式

(12)代入 mKdV 方程(11), 并消去的不同次幂, 

得到如下 5个方程: 
2

1 1 1 16 0t x xxxu u u u   , (13) 
2

0 0 1 1 1 0 026 6 0t x x xxxu u u u u u u    , (14) 
2
0 1 0 0 0 0 0 16 3 12x xxx xx x t xu u u u u u u u         

2
0 0 13 6 0x xx xu u u   , (15) 

2 2 2
0 1 0 0 0 02 0x x x x x xxu u u u u u       , (16) 

2 2
0 06 ( ) 0x xu u    . (17) 

从以上最后一个式(17)不难得到: 

0 xu  , (18) 

其中, 1   . 比较式(13)和(11)不难发现, 1u 正是

满足 mKdV 方程的解, 所以才能有 mKdV 方程的

Bäcklund变换: 

1xu u
 


  , (19) 

也就是说, 如果 1u 是 mKdV 方程(11)的解, 那么满

足式(19)的 u也是该方程的解. 从式(14)不难验证, 

0u 正是 mKdV方程(13)的线性化方程(或对称方程)

的解, 于是有 1u 的对称: 

1
0

u
xu   . (20) 

从式(16)并考虑式(20), 可得到 1u 和流函数
满足关系式: 

12xx xu   . (21) 

由于对称式(20)包含流函数的一次导数, 而 1u

和流函数又有式(21)的关系, 故式(20)是 1u 的一

个非局域对称, 亦即非局域留数对称. 

1.3  KP方程的与Darboux变换相关的非局域对称 
Darboux变换作为可积系统另一重要的有限变

换, 势必与对称有着重要的联系. 本节我们以 KP

方程为例, 从Darboux变换出发给出与之对应的非

局域对称.  

考虑如下形式的 KP方程: 

( 6 ) 3 0t x xxx x yyu uu u u    . (22) 

式(22)有 Lax对: 

+y xx u     , (23) 
14 6 3( ) 0t xxx x x x yu u u         . (24) 

从文献[24]可知, 我们能得到如下结果. 

命题 2  如果u是 KP方程(22)的解, 则 

2(ln )xxu u   , (25) 

也是式(22)的解, 其中, 满足式(23)和(24).  

利用上述 Darboux变换(命题 2), 不难得到:  

命题 3  =( / )xx   是 KP 方程(22)的对称, 

其中, ( , , )x y t 和 ( , , )x y t 满足以下方程:  

( 2(ln ) ) 0y xx xxu       , (26) 

4 3( 2(ln ) ) 6( 2(ln ) )t xxx x xxx xxu u           
13( 2(ln ) ) 0x x y xyu      , (27) 

( 2(ln ) )y xx xxu          , (28) 

4 3( 2(ln ) )t xxx x xxxu          
16( 2(ln ) ) 3(xx x x yu u       

2(ln ) ) 0xy   . (29) 

通过直接计算可知, 如果 满足式(26)和(27), 

并且 * 满足: 
* * * *( 2(ln ) ) 0y xx xxu        , (30) 

* * * *4 3( 2(ln ) )t xxx x xxxu        
* * 16( 2(ln ) ) 3(xx x x yu u       

* *2(ln ) ) 0xy   , (31) 
那么, 

0 0
*

1
= d ( , )d

x y

x y
x y f y t y   


     

( )d
t
g t t  , (32) 
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为式(28)和(29)的解, 其中, 

0* *

1 1 1 1
( , ) [ ( ) ( ) ]x x x xf y t

      , (33) 

* * *

* 2 *2

4( )6
( ) [ xx x x xxu

g t
    

  
 

    

0 0

2 *2

,3 * *3

8 8
]x x

x x y y

 
     . (34) 

再则, 我们容易验证, 如果 是式(26)和(27)

的解, 且 * 是式(30)和(31)的解, 那么 *=1/  满足
式(23)和(24), 其中要求 0  , 且 * 1 /  满足: 

* * * 0y xx u      , (35) 
* * * * 1 *4 3 6 3( ) 0t xxx x x x yu u u          . (36) 

总结来说, 我们得到:  

命题 4  如果和 * 满足式(23)、(24)、(35)和

(36), 且要求 0  , 那么 *( )x  是 KP 方程(22)

的非局域对称.  

2 KP方程的非局域对称局域化及对称约化 

对称理论最重要的应用之一是可用来构造非

线性系统的解析解. 对 Lie 点对称来说, 可以通过

Lie 第一基本定理计算出有限对称变换, 由旧解得

到新解, 也可以通过降低常微分方程的次数和偏

微分方程的维数直接构造群不变解. 但是对非局

域对称来说, 有限对称变换和相似约化不能直接

被计算. 我们需要将非局域对称局域化为 Lie点对

称, 不过不是所有的非局域对称都能够被局域化. 

本节我们以 KP方程与 Darboux变换相关的非局域

对称为例, 简单讨论它的局域化问题. 再进一步地

运用对称约化方法给出方程的相似约化解.  

如 1.3节所述, KP方程(22)有非局域对称: 

( )u
x  , (37) 

其中, 和 分别满足 Lax对: 

+ 0y xx u    , (38) 
14 6 3( ) 0t xxx x x x yu u u         , (39) 

和共轭 Lax对: 

0xx yu     , (40) 
14 6 3 + 0( )t xxx x x x yu u u        . (41) 

由于式(37)是 KP 方程的 Darboux变换的无穷

小形式, 可以将其局域化为Lie点对称, 并利用Lie

第一定理得到初始的 Darboux 变换. 从式(37)可以

看到, 非局域对称包含函数 和的空间导数, 所

以考虑引入场量: 

1 ,x   1 ,x   ,xp   (42) 

将原来{ , , , }x y t u 空间的与 Darboux 变换相关的非

局域对称式(37)局域化成延拓空间 { , , , , ,x y t u    

1 1, , }p  的Lie点对称. 根据Lie点对称方法, 求得

延拓 KP方程系统(37)~(42)的 Lie点对称为: 
2( / 3 /18 /6 )u

t tt t xxf y f yh g u       

(2 /3 ) 2 /3 /18t y t t ttyf h u fu f u xf      
2 /108 /36 /6ttt tt ty f yh g    

1 1( )c   , (43) 
2( /3 /18 /6 )t tt t xxf y f yh g       

(2 /3 ) ( /18 /12t y t tt tyf h f xyf xh       
3 2/324 /72 /6ttt tt ty f y h yg    

/2)F cp  , (44) 
2( /3 /18 /6 ) (2 /3t tt t x txf y f yh g yf        

) ( /18 /12y t tt th f xyf xh      
3 2/324 /72 /6ttt tt ty f y h yg F     

2/ 3 /2)tf c cp   , (45) 
1 2

1( /3 /18 /6 ) (2 /t tt t x txf y f yh g yf       

1 13 ) ( /18 /12)y t tt th f yf h        
3 2( /18 /12 /324 /72tt t ttt ttxyf xh y f y h     

2
1/6 / 3 /2) / 2t tyg f F cp c     , (46) 

1 2
1( /3 /18 /6 )t tt t xxf y f yh g       

1 1(2 /3 ) ( /18 /12)t y t tt tyf h f yf h        
3 2( /18 /12 /324 /72tt t ttt ttxyf xh y f y h     

2 1/6 2 / 3 /2)t tyg f F c cp       
2 / 2c  , (47) 

2( / 3 /18 /6 )p
t tt t xxf y f yh g p       

2
2 1(2 /3 ) / 2t y tyf h p fp c p c cp     ,(48) 

其中, f 、g、h、F 为关于 t的任意函数, 1c 、 2c 、

3c 为任意常数.  

得了非线性系统的 Lie点对称后, 可以运用对

称约化方法得到对应系统的相似约化解. 由于对

称约化方法是一种非常成熟的求解非线性偏微分

方程的方法[34], 此处不再详细赘述, 具体计算过程

可参见文献[32]. 设方程组(43)~(48)中 u 、  、
 、 1 、 1 、 p 均等于零, 便可得到延拓 KP

系统的相似约化解. 以下我们分 3 种情况罗列出

KP方程与非局域对称相关的相似约化解. 

2.1  第 1种情形: 0f   
定理 1  (KP 方程约化定理 1) 如果 P是约化
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方程: 
2 2 2 4 23 4 3P P P P P P P P             

2(1 4 ) 3 0P P P P      , (49) 

的解, 那么, 
2 4 2 2(4 8 3 3 ) /u P P P P P P            

2/3 2 2 2( ) / (18 ) (3 2 ) /t tt tf P xf f y ff f     
2 2/3

2(324 ) 2 / ( tanh( ( ))f f P f P      
2 2

2 0tanh ( ( ))) ( ) /t tP f P y fy     
1/3 2 4/3 1/3

0 0(36 ) / 72 / 6t tf y f x f  , (50) 

为 KP方程的解, 其中, 2
2 1= 2 / 2c cc  , ( ,P P   

) , 且相似变量 和满足: 
1/3 2 4/3 1/3

0/ 18 / 6t txf y f f yy f       
2
0 0/ 18ty f x , 2/3

0yf y   . 

从相似解(50)可知, 若将解中与 Darboux 变换

相关的部分去掉, 即令 0  , 约化方程(49)退化为

著名的 Boussinesq方程: 

( 6 ) 3 0U UU U      , (51) 

其中,  
2 2 2 2 2( ) / 2 4 / 3U P P P P   

      
1(1 4 ) / 6P P 
 .  

由于解式(50)中 tanh函数的出现, 就相当于在

Boussinesq 波基础上引入了一个附加的孤立子, 所

以群不变解式(50)是一个孤立子和一般 Boussinesq

波的相互作用解.  

2.2  第 2种情形: 0f  , 0h   
定理 2  (KP 方程约化定理 2) 如果 p是约化

方程: 
2 2 42( ) 2 8t tp p p p p p p p                  

3(ln ) 2((ln ) 4t th p h p p       
36 / ) 6 6 0g h p p p p          (52) 

的解, 那么, 
2 2/ (6 ) 4 / 4 / (6 )t tu p p p g p h         

2 2 2/ (72 ) / (2 ) ( 4tth p h g h htp hp       
2 2) / (6 ) (1 ) / (2 ) ( )g hp p p y p           

( 12 ) / (72 ) 2 tanh(tt t ttp h g yh h p       
2 2 2( )) 2 tanh ( ( ))y p p y p      , (53) 

为 KP 方程的解, 其中, 变量 2 / (12 )tx h y h     

/gy h .  

若剔除解(53)中与 Darboux 变换相关部分, 即

令 0c  , 则约化方程退化为已知的 KdV型约化: 

1 1 1 1 1( 6 ) / (2 )t tU U U U hU h         

/ (12 ) 0tth h  , (54) 

其中, 2 2 2
1 / (72 ) / (6 ) / (2 )tt tU u h p h g p h g h     . 

式(54)中 tanh 部分的出现意味着此时群的不变解

(53)是一个孤立子和一般 KdV型波的相互作用解.  

2.3  第 3种情形: 0f h   
定理 3  (KP 方程约化定理 3) 如果 q是约化

方程: 

/ (3 )yy tq g g  (55) 
的解, 那么, 

2 2/ 6 / 2 4 / 3 ( ) / (6 )t y tu q q g x q g       
2 22 tanh ( ( ))x q   , (56) 

为KP方程的解, 其中, 2
2 12 / (2 )c cc g   . 清楚

地, 约化解(56)对应于一个单孤立子解(当 g为常

数, 且 q为 y和 t的线性函数时)或一个非均匀背景

下的单孤立波(当 g为非常数时).  

从以上 KP方程约化定理 1、2、3可知, 我们

能得到如下几个重要信息:  

(1)与 Darboux 变换相关的非局域对称可用于

寻求新的对称约化, 它们是不包含Darboux变换情

况的推广, 并且当去掉 Darboux 变换部分时, 约化

方程可退化回一般的约化情况.  

(2)不管种子解是什么, Darboux变换的本质就

是增加一个孤立子.  

(3)孤立子和其他非线性波的相互作用可以由

解析方法求得. 定理 1和定理 2分别展示了孤立子

和 Boussinesq波以及孤立子和 KdV型波的相互作

用, 而第三种约化则给出了均匀或非均匀背景下

的孤立子.  

3 总结与进展 

相比局域对称, 非局域对称的获取和应用更

加困难和复杂, 但它往往也能带来一些新的结果. 

本文以势 KdV方程、mKdV方程和 KP方程为例, 

分别介绍了从 Bäcklund变换、Painlevé截断展开和

Darboux 变换入手构造非局域对称的过程. 然而即

便已知非线性系统的非局域对称, 但碍于与之相

联系的初值问题并不能直接求解, 所以非局域对

称不能像局域对称那样直接用于对原方程进行约

化求解. 于是文中以 KP方程的与 Darboux变换相
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关的非局域对称为例, 通过引入辅助场量 1 、 1 和
p , 将原空间的非局域对称转化成拓展空间的 Lie

点对称, 从而通过对称约化方法, 构造了 KP 方程

的孤立子-非线性波相互作用解 , 包括孤立子 - 

Boussinesq 波相互作用解、孤立子-KdV 型波相互

作用解和非均匀背景下的单孤立波解等.  

事实上, 自从楼森岳教授发展了非局域对称

的局域化方法以来, 人们已经通过各种方式构造

了大量非线性系统的非局域对称, 包括从非线性

系统的 Darboux变换[32,35-37]、Bäcklund变换[38-42]、

Painlevé 截断展开[43-49]、Lax 对[50-53]等. 人们所研

究的非线性系统也从经典可积系统推广到超对称

系统[54-56]、高维系统[57-58]、Alice-Bob[59-60]系统、

变系数方程[61-63]等等. 通过引入适当的辅助变量, 

非局域对称被局域化为 Lie对称, 随后通过求解初

值问题, 可以得到延拓系统的新的有限对称变换. 

随着研究的深入, 通过将 N 重非局域留数对称局

域化, 有限变换的形式也从简单的二元Darboux变

换推广到N次二元Darboux变换. 而且从有限变换

分析, 通过不同方式得到的非局域对称是相互联

系的, 甚至是等价的. 例如, KP方程与 Darboux变

换相关的非局域对称(37)对应的有限变换就不再

是通常的 Darboux 变换(第一类 Darboux 变换), 它

等价于所谓的Levi变换(即第二类Darboux变换)[32]. 

也就是说, 在代数意义下, 2种不同类型的Darboux

变换有着同样的形式, 只是它们的群参数不同而

已. 第一类 Darboux 变换的群参数是谱参数, 而第

二类Darboux变换的群参数与谱参数不相关. 事实

上, 第二类 Darboux 变换不是别的, 正是原来非线

性系统的 Schwarzian形式的Möbious变换. 通过非

线性系统的非局域对称, 还可以构造对应系统的

负可积梯队[64]、非局域守恒律[39-40]等. 当非局域对

称被局域化为 Lie点对称, 人们就可以应用对称约

化方法构造对应非线性系统的丰富的孤立子-非线

性波相互作用解, 例如已经得到的 KdV 方程的孤

立子-Painlevé 型波相互作用解、孤立子-椭圆周期

波相互作用解、孤立子-有理数解相互作用解[26], 

AKNS系统的孤立子-PainlevéIV型波相互作用解、

孤立子-椭圆周期波相互作用解[30], Konopelchenko- 

Dubrovsky(KD)方程的扭结-椭圆周期波相互作用

解等等[65]. 从得到的相互作用解的解析表达式(如

式(50)和式(53)), 我们不难发现孤立子和非线性波

相互作用解总是可以表示成 tanh 函数形式. 于是, 

楼森岳教授在此基础上又创造性地提出了相容

Riccati 方法/相容 tanh 函数展开方法[66-69]. 相较经

典的 tanh 函数展开方法, 除了能得到纯粹的孤立

子解外, 相容 Riccati方法/相容 tanh函数展开方法

允许我们构造更复杂的孤立子和非线性波相互作

用解. 此类相互作用解的出现无疑为非线性系统

提供了一种新的激发模式, 也为更好地解释诸如

海洋中大波浪(孤立子)伴随着小波(背景波)、等离

子体系统中穿周期波的孤立子[70]等非线性现象提

供了可能.  

据我们了解, 目前国内从事非局域对称研究

的除了宁波大学的楼森岳教授、李彪教授、贾曼博

士、熊娜博士等人, 还有华东师范大学的陈勇教授

团队、唐晓艳教授、李玉奇博士, 浙江师范大学林

机教授团队; 绍兴文理学院任博博士和刘希忠博

士, 电子科技大学刘萍博士, 上海理工大学胡恒春

博士, 衢州学院王建勇博士, 浙江工业大学胡晓瑞

博士、郝夏芝博士, 丽水学院马正义教授、费正喜

教授、陈俊超博士, 中国矿业大学田守富研究员团

队, 聊城大学辛祥鹏博士, 上海海事大学王云虎博

士、王惠博士等等, 他们的具体研究工作可参见文

后的参考文献.  
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Nonlocal symmetries of nonlinear system and corresponding applications 

CHENG Xueping1,2 
( 1.Physics, Mathematics and Information College, Zhejiang Ocean University, Zhoushan 316022, China;  

2.Key Laboratory of Oceanographic Big Data Mining & Application of Zhejiang Province, Zhoushan 316022, China )  

Abstract: The nonlocal symmetry, as an important part of symmetry theory, has attracted more and more 
attention in recent years. Taking the potential KdV equation, the mKdV equation and the KP equation as 
examples, we introduce the Bäcklund transformation related nonlocal symmetry, the nonlocal residual symmetry 
and the Darboux transformation related nonlocal symmetry of nonlinear systems. After inducing three auxiliary 
variables, the Darboux transformation related nonlocal symmetry of KP equation is localized into the Lie point 
symmetry of an extended nonlinear system. Based on this system, we briefly summarize the similarity reduction 
solutions of the KP equation by applying the symmetry reduction method, which includes the interaction 
solution between soliton and Boussinesq wave, the interaction solution between soliton and KdV-type wave, and 
the single solitary wave with a nonhomogeneous background. 
Key words: nonlocal symmetry; Bäcklund transformation related nonlocal symmetry; nonlocal residual 
symmetry; Darboux transformation related nonlocal symmetry; localization; symmetry reduction; interaction 
solution 
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