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对称理论在解若干非线性问题中的应用 
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摘要: 将摄动理论和对称约化理论结合起来对研究扰动非线性方程具有重要的意义. 本文利用

近似对称约化理论研究了扰动 mKdV 方程, 得到了该方程的各阶近似约化方程和级数约化解. 
本文还讨论了同伦近似对称方法在求解不可积系统中的应用以及利用对称和守恒律的关系求解

非线性系统的无穷多守恒律等问题. 
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对称概念起源于空间物体的几何形态在人们

头脑中的反映. 在物理学中, 群论提供了一种将体

系的对称性质分类而加以研究的数学表述形式 . 
在微分方程理论中, 对称性理论也是极其重要的, 
因为非线性系统的对称不仅提供了一种获得其严

格解和特解的方法, 还具备获得非线性方程的渐

近解以及设计、测试和评价数值计算等许多方面的

应用.  
Lou 等[1]在 2000 年提出了条件相似约化的概

念, 利用直接约化法的思想获得了(2+l)维 KdV 方

程的各种新的条件相似约化, 条件相似约化的结

果不能由非经典理论得到, 而该方法对于很多方

程都很有效[2-3]. 2004 年, Lou 等[4]指出一个对称可

以具有无穷多不变量. 2005年, Lou和Ma巧妙地在

CK 直接法的基础上构造了一种修正的直接法[5-6], 
后来又提出了针对 Lax 可积系统的求解对称群的

方法[7], 这两种方法被统称为新对称群理论. 在传

统的李群理论中, 人们总是先求出方程的点李对

称, 然后利用李群第一基本定理来求解对称变换

群. 相反地, 在新对称群理论中可以先由简单的直

接法得到对称变换群. 该方法可以由已知解寻求

未知解, 并由此利用简单的取极限方法得到相应

的点李对称和李代数.  
许多偏微分方程依赖于小参数, 因此, 寻找这

类方程的相似解就具有重要的意义. 近似对称的

概念是由 Fushchich 等[8]提出的, 它可以被用在具

有扰动项的方程中[9-10]. 在文献[11]中, 类比于近

似对称方法, 将摄动理论、对称约化和直接法相结

合, 提出了近似直接法并应用于扰动Boussinesq方
程. 另外一种求解非线性问题的强大方法是由廖

世俊[12]提出的同伦分析方法, 这一方法被成功地

应用于很多带有强扰动项的非线性问题中 [13-15]. 
同伦分析方法的关键在于将非线性问题分解为无

穷多的线性子问题. 由于这一变换不依赖于小参

量, 同伦分析方法可以克服摄动方法中对小参量

的依赖问题. 在文献[16-17]中将同伦分析方法和

和李群理论以及直接法相结合提出了同伦近似直

接法和同伦近似对称法.  
对于求解非线性问题, 扰动理论是一种重要

的近似方法. 将因变量按照小参数进行展开, 可以

逐级求解原方程的近似解. 将扰动法和李群理论

结合起来求解非线性问题, 即近似对称, 最早始于

Baikov 等[18-19], 在其工作中, 不是将因变量进行展

开而是将无穷小生成元进行幂级数展开. 通过这

种方法, 可以求解近似生成元并由此求出原方程

的近似解. 第二种近似对称理论是由 Fushchich 等
[8]提出并由 Euler 等[20-22]发展起来的, 在这一方法

中, 因变量首先用小参量进行展开, 然后按照不同
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近似将原方程分解为一族方程. 所得系统是耦合

的, 原方程的近似对称就是近似方程的精确对称. 
文献[23-24]比较了这两种近似对称方法, 得出的

结论均为第一种近似对称法比第二种近似对称法

更优越.  

1 扰动 mKdV 方程的近似对称约化 

利用近似对称约化方法求解下列形式的扰动

mKdV 方程: 
2 26 (t x xxx xxx x xx xxxxxu u u u u u uu u u        

3 4 ) 0x xu u u   ,  (1) 

式中, 是一个小参数,  、  、 、 和 为任

意常数. 按照近似对称理论的一般步骤, 方程(1)
的因变量u 表示为如下扰动级数展开式: 
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式中, ju 为 x 和 t 的函数. 将方程(2)代入式(1)并令

的不同幂次的系数为 0 就可以得到一组偏微分方

程: 
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式中, 1 0u  . 
下面首先对方程(3)进行对称约化以得到相似

约化解、约化方程和原扰动方程的级数解.  
为求方程(3)的精确解, 首先构造它的点李对

称并给出相应的对称约化. 点李对称可以表示为

下面函数的形式: 
, , , 0,1, 2,k k k x k tU Xu Tu k      ,  (4) 

其中 k 需满足方程(3)的线性化方程. 
将方程(4)代入方程(3)的线性化形式并利用方

程(3)将 ,k tu 消掉就可得到关于函数 X 、 T 和 kU  
( 0,1, ...)k  的决定性方程. 求解这些方程可以得

到 
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式中, 1C 、 2C 和 3C 为任意常数.  
求解以下特征方程就可以得到相似约化解: 
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 (6) 
下面分两种情形来进行讨论. 

情形 1  当 1C 不等于 0 时的对称约化. 
当 1 0C  时, 可以不失一般性地做以下变换: 
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1
3

C C C , 这时方程(5)变为 
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从方程(6)和方程(7)得到相似变量 
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关于 ku 的相似解为 
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这样就得到了原扰动方程(1)的级数解 

2 1
0 3

2

( )

( )

k
k

k
k

Vu
t C









  ,  (10) 

其中不变函数 kV 满足约化方程 
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式中, 1 0V  .  



 
第 5 期 刘希忠: 对称理论在解若干非线性问题中的应用 79  

 

方程(11)如果取 0k  则等价于Painlevé II型方

程. 从方程(11)可以看出, 如果 0V , 1V , , 1nV  是已

知的, 则它是一个关于 nV 的三阶线性常微分方程. 
事实上可以理论上依次计算 0V , 1V , , nV , 为了更

明显地看清楚这一点, 将方程(11)改写为 
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2
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式中, kG 是一个只含有 0 1 1{ , , , }kV V V  的函数, 具
体表达式为 
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情形 2  当 1C 等于 0 时的对称约化. 
当 1 0C  时, 求解方程(6)可以得到下列相似

解: 
( ), 0,1,k ku V k   ,  (13) 

其中的相似变量 2
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C
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c 是任意的速度常数. 由此得到方程(13)的级数约

化解 
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将方程(13)代入方程(3), 可以得到 ( )kV  所满足的

约化方程 
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式中, 1 0V  .  

当 0k  时 , 方程 (15)的一般解可以表示为

Jacobi 椭圆函数 
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式中, J 为 Jacobi DN 函数; 1h 、 2h 为任意常数.  
当 0V , 1V , , 1nV  已知时, n 阶相似约化方程

(15)是一个关于 nV 的三阶线性常微分方程. 与方程

(11)类似, 通过方程(15)可以依次解出 nV ( 0,n   
1, 2, ) . 结果可以明显表示为 
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式中, kb 和 kc 为任意常数; kH 是一个关于 0 ,V  

1 1, , kV V  的函数, 具体表达式为 
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除了扰动 mKdV 方程, 用近似对称约化法和

近似直接约化法求解扰动 Kaup-Kupershmidt 方程, 
给出应用近似直接法对方程本身提出的限制条件, 
得到方程的近似对称; 然后通过解特征方程发现

各阶近似方程可以用一般通式来表示, 进而给出

相似约化解和原方程的级数相似解. 对于各阶相

似约化方程, 可给出第一阶相似约化方程的精确

解. 由于第 k 阶相似约化方程是关于第 k 个未知函

数的线性变系数常微分方程, 因此理论上可以依

次求出各相似解. 通过比较近似对称约化和近似

直接约化所得的结果, 发现近似直接约化的结果

包含了近似对称约化的结果. 这是因为, 虽然求解

的是原方程的扰动解, 但对于各阶近似方程来说, 
得到的对称解是精确的, 而一般来说直接法所得

结果包含了经典李对称的结果, 多出来的部分可
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以通过非经典李群法对各阶近似方程进行约化来

得到.  

2 总结与讨论 

本文将摄动理论和对称约化理论结合起来给

出了扰动 mKdV 方程的级数约化解. 类似地, 同伦

近似相似约化是将同伦理论和近似相似约化相结

合, 通过构造微分方程的同伦模型, 将模型中的同

伦参数视作小参数进行近似相似约化以研究原方

程. 首先构造出 Kawahara 方程和广义Kawahara 方
程的同伦模型, 然后利用近似相似对称约化法求

出这两个方程同伦模型的各阶相似约化方程最终

原方程的同伦级数解. 利用同伦近似直接约化方

法求出了广义 Kawahara 方程的各阶相似约化解、

各阶相似约化方程以及原方程的同伦级数约化解, 
通过与同伦对称约化相应结果比较后发现, 当同

伦辅助参数取定时, 同伦直接约化的结果包含了

同伦对称约化的结果. 从各阶相似约化方程可以

看到, 当下标为{0,1, , 1}k  的量已知时, 第 k 阶
相似约化方程是关于下标为 k 的量的常微分方程, 
因此理论上可以将这些未知量依次求出. 由于同

伦近似相似约化是通过引入同伦参数将方程分解

为含有无数个子方程的系统, 因此与普通的近似

相似约化方法相比具有一定的优势. 首先, 通过适

当调节同伦参数就可以得到近似相似约化的结果; 
其次, 可以利用调节辅助参数的方法来调节同伦

级数的收敛性; 最后, 不同于近似相似约化, 同伦

近似相似约化不依赖于小参数, 因此对不含微扰

项的方程也适用.  
寻找方程的对称是研究非线性偏微分方程中

的一个重要方面. 由于无穷多对称和守恒律的存

在, 对称性的研究在可积模型中尤为重要. 在经典

李群理论中, 首先给出可积系统的点李对称, 然后

通过求解相应常微分方程组的初值问题就可以得

到对应的李群. 然而, 对于有些初值问题的求解还

是非常困难的, 而且, 在有些情况下即使得到了显

示表达式却可能因为其过于繁琐而难以得到应用.  
楼森岳教授在CK直接法的基础上建立了修正

的 CK 直接法[5]以及利用 Lax 对求解非线性可积系

统对称群的新的方法[7], 这两种方法称为新对称群

理论. 利用该理论, 可以比较简单的直接得到非线

性系统的对称群, 而相关的对称代数可以通过取

极限较为容易的得到. 应用新的对称群理论除了

可以得到点李对称群外还可以得到非线性系统的

离散群和非局域群. 例如, 利用修正的 CK 直接法

可以得到 Lin-Tsien 的新的贝克隆变换. 再利用对

称群变换定理, 通过简单的取极限的过程可以得

到点李对称群和相应的 KMV 对称代数. 对于该方

程经过计算后发现, 用修正的 CK 直接法求得的点

李对称群和用经典李对称求得的点李对称群完全

相同.  
另一方面, 对称和守恒量的存在性之间的关

系是一个非常复杂的数学物理问题. 从直观来讲, 
对称性和守恒律应该有着密切的联系, 这种联系

在著名的诺特定理[25]中被揭示出来. 在经典的诺

特定理中, 如果一个微分方程有变分原理, 则作用

在泛函作用量上相差散度意义下不变的连续对称

对应着一个守恒律[26-29]. 在欧拉-拉格朗日方程中, 
诺特定理一直是能将求守恒律问题转化为求方程

对称问题的唯一方法. 文献[30]给出了这一关于不

变性和守恒律关系基本定理的精确阐述和证明. 
应用 Noether 定理的前提是找到方程的欧拉-拉格

朗日形式, 在变分法的研究中有许多工作是研究

相反的问题, 即已知方程的守恒律然后确定方程

的欧拉-拉格朗日形式[31]. 近年来, 人们发展了种

种求解特殊的被称为拉克斯方程守恒律的有效方

法. 2000 年, Kara 等[32]建立了微分方程的欧拉-拉

格朗日形式, 然后来求解方程的 Lie-Bäcklund 对称

生成元和守恒量之间的直接关系, 利用这一关系

可以从对称中得到守恒律[33].  
例如, 对于 Lin-Tsien方程和 Potential Nizhnik- 

Novikov-Veselov 方程, 利用二阶 Lie-Bäcklund 算

子求得了相应的无穷维 KMV 代数的守恒律. 在求

解过程中, 不需要利用方程的拉格朗日结构或哈

密顿结构, 也不需要知道运动恒量. 而且利用该方

法得到的守恒律中存在群不变量的任意函数, 说
明相应于点李对称的守恒律有无穷多个, 守恒律

只与点李对称有关系而与具体的方程无关, 即具

有相同点李对称群的方程族具有相同的二阶守恒

律. 因此, 一个对称可以对应无穷多守恒律, 有无

穷多守恒律的非线性系统不一定是可积的; 多项

式微分系统存在非多项式型的无穷多守恒律.  
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Application of symmetry theory in solving nonlinear problems 

LIU Xizhong 
( College of Mathematics, Physics and Information, Shaoxing University, Shaoxing 312000, China ) 

Abstract: The approximate symmetry method, which combines perturbation theory and Lie symmetry approach, 
proves very effective in solving perturbed nonlinear systems. In this paper, we investigate the perturbed mKdV 
equation using the approximate symmetry method to obtain its symmetry reduction equations of different orders 
and series reduction solutions. Also, we discuss the role of approximate homotopy symmetry method in solving 
non-integrable systems and how to acquire infinitely many conservation laws using the relationship between 
symmetry and conservation laws. 
Key words: symmetry; perturbation theory; approximate reduction solution; conservation law; approximate 
homotopy method 

（责任编辑  韩  超） 


