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摘要: 通过研究 Kadomtsev-Petviashvilli(KP)方程对称, 得到相应的无穷维李代数—–Kac-Moody- 

Virasoro(KMV)代数, 并运用KMV代数的生成元和其中一个子代数—–Virasoro代数的延拓结构, 

推导出熟知的 Kadomtsev-Petviashvilli(KP)方程, 并以此为基础得到更多高阶(2+1)维和(3+1)维的

可积模型, 并且这些模型都具有 KMV代数性质.  
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对称是研究现代数学物理的一个重要方法 , 

它可以反映一个系统的很多性质和信息, 例如在

标准模型中描述 3 种基本相互作用(强相互作用、

弱相互作用、电磁相互作用)和基本粒子所用到的

拉格朗日量具有 3 2 1SU SU U  对称群. 并且对于

每一个对称, 系统都相应的拥有一个守恒量, 例如

我们通常熟知的空间平移对称性对应于动量守恒

定律, 时间平移不变性对应于能量守恒定律, 空间

转动不变性对应于角动量守恒等. 这些对称性的

应用和研究极大地加深了人们对自然规律的理解. 

其实早在 1873 年, Lie[1-2]就建立了连续对称理论, 

并将其应用到微分方程的求解中, 使得人们对微

分方程的理解更加深刻, 求解变得更加方便简洁. 

通过运用对称的方法, 我们可以使一个高阶的微

分方程降阶, 或者从一个已知的解变换出新解. 通

常一个连续的李变换对称都对应地拥有一个李代

数结构. 对于方程 ( , , , , ) 0x xx xxxF u u u u  而言, 找

到它的对称和李代数就显得尤为重要. 一旦方程

的对称和李代数给定, 那么我们就可以找到更多

的满足方程的解, 并且对这些解的结构进行分析. 

另外, 通过研究李对称和李代数, 我们还可以在原

有模型的基础上建立更多的可积模型, 这些新的

可积模型可能会在之后的各个科学领域中起到很

大作用.  

通常研究都不仅局限于(1+1)维情况, 且高维

可积模型越来越受到很多学者的广泛关注, 例如

(2n+1)维时空下的自对偶杨-米尔斯方程[3]、 1n
上的广义AKNS系统[4]都已被广泛地研究过, 还有

物理上重要的 Kadomtsev-Petviashvilli 方程[5-7]和

Toda 场方程[6-7]等, 都是数学物理研究的前沿和热

门. 所以, 我们不禁要问, 是否存在更多高阶的可

积模型? 它们具体是什么样的? 拥有什么样的结

构? 怎样才能找到它们? 基于这些问题, 专家学者

们提出了很多不同的方法, 用来得到一系列高阶

的高维可积模型, 例如 Painlevé 方法[8-12]和高维形

变方法[13-20]. 本文主要通过 KMV型对称代数以及

它的一个子代数—–Virasoro型代数, 并从 KP方程

出发, 找到更多的高维高阶可积模型. 

1 Virasoro型代数 

KP方程 
3 3

0, 1
2 4t x xxx yy

x

u uu u u        
 

, (1) 

是一个在数学和物理上都非常重要的非线性方程, 

有时也被称为 2 维 Korteweg-de Vries (KdV)方程. 

其对称可以被描述为: 如果 ( , , )u t x y 是 KP 方程的

一个解, 那么 [ ]( , , )u g u t x y     也是 KP方程的一

个解[20], g是它的一个对称, 则这些对称可以组成
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相应的 KP方程的对称群(李群). KP方程的对称可

以表示为: 如果u是式(1)的解, 那么变换 

u u   , (2) 

得到的 u也是式(1)的解,  是一个无穷小参数. 

 满足方程: 

3 3 4
0,

2 2 3t x x xxx yy
x

u u          
 

 (3) 

从中我们可以得到对称群的 3个生成元, 分别为: 
2

( ) ,
3xZ h hu h    (4) 

4 8
( ) 2 ,

3 9y xY g gu gyu yg       (5) 

和 

21 2
( )

3 3t xX f fu xf y f u     
 
   

22 4 3
( ) ,

3 27 2yf yu xf y f   
 

    (6) 

其中, f 、 g和 h都是 t的任意函数. 

这些生成元所组成的对称代数可以写为[20]:  

1 2 1 2 1 2[ ( ), ( )] ( ),X f X f X f f f f    (7) 
2

[ ( ), ( )] ( ),
3

X f Y g Y fg fg    (8) 

1
[ ( ), ( )] ( ),

3
X f Z h Z fh fh    (9) 

1 2 1 2 1 2
2

[ ( ), ( )] ( ),
3

Y g Y g Z g g g g    (10) 

[ ( ), ( )] 0,Y g Z h   (11) 

1 2[ ( ), ( )] 0.Z h Z h   (12) 

这里的对易子可以定义为: 

0
[ , ] lim ( ( ) ( ))G H G u H H u G




    


 


 

.G H H G   (13) 

可以很容易看到, 式(7)构成一个封闭的子代

数, 此代数就是我们所熟知的 Virasoro 代数. 特别

的 , 当取 ( ) exp( )f t rt 或 ( ) ( 0, 1, 2, )rf t t r    
时, 式(7)就可以约化成一个无中心的Virasoro代数. 

式 (8)和 (9)构成 Kac 代数 , 式 (10)~(12)则构成

Moody 代数. 所以整个李代数也叫做 Kac-Moody- 

Virasoro (KMV)代数[21-23]. 

事实上, 这个对称代数的一般元素可写为[20]:  

( ) ( ) ( ),V X f Y g Z h    (14) 

其中, 

21 2 2
( ) ( ) ( ) ( )

3 9 3t xX f f t xf t y f t y         
   

24 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ,

27 9 3y uf t y f t xf t uf t
       

     

2 4
( ) ( ) ( ) ( ) ,

3 9y x uY g g t yg t yg t
        

2
( ) ( ) ( ) ,

3x uZ h h t h t     (15) 

其中, ( )f t 、 ( )g t 和 ( )h t 是 ( )C R 上的任意函数, 

函数上的一点表示对 t求导. 或者它还拥有一个矢

量场的形式: 

( , , ; ) ( , , ; )t xt x y u t x y u     V  

( , , ; ) ( , , ; ) .y ut x y u t x y u     (16) 

本文中我们重点研究式(7), 并从它出发找到

更多高阶的可积模型; 同时, 因为对于其他高维系

统 (例如 Davey-Stewartson 方程 [24-26]和 (2+1)维

Sawada-Kotera方程[27])的李代数而言, 都存在式(7)

型的 Virasoro代数, 这也启发我们从式(7)出发, 或

许可以找到更多的高维可积模型.  

2 Virasoro代数下的(2+1)维可积模型 

根据文献[28]中的理论: 如果某个模型存在一

个对于任意函数 ( )f t 都满足的对称, 同时此对称

还满足式(7), 那么该模型就是可积的. 基于这个

理论, 我们可以从式(16)出发, 做它满足式(7)的延

拓结构, 从中就可以得到相应的可积模型. 并且, 

延拓结构做到几阶, 我们就得到相应阶数的可积

模型. 

对于式(16)来说, 为了满足式(7), 我们可以取: 

( , , , ) ( ),T x y t u f t   (17) 

同时, X 、Y和U 应该满足如下的形式: 

( )

1

( , , ) ( , , ).( 1,2,3, ),
n

i
i i i

i

X Y U f X Y U n


    (18) 

其中, ( ) / d )(di i if t f 和 iX 、 iY、 iU 是{ , , , }x y t u 的

函数, 它们需要满足对称代数 V  , 才能保证满

足式(7). 为了得到一些好的结论 , 我们设 3n  , 

矢量V 则有: 
2

1 2 5( ) ( ) ( )t xf f t c xf c y f         V  
2

3 1 4 6( ,)y uc fy c fu c xf c y f         (19) 

其中, 2 11c c  、 3 2(1 ) / 2c c  , 1c 、 4c 、 5c 和 6c

是 4个任意常数.  

之后我们需要对矢量V 做延拓, 将它延拓到 k

阶, 有 
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( )
x y xx

k x y xx
u u upr U U U        V V  

...
xy xt

xy xt
u uU U     V  

1

( ).
i j l

i j l
i j lx y t

x y t i j l
u x y tx y t

i j l k

U u u
 

    
≤ ≤

 (20) 

其中, 

( )x
x x y tU D U Xu Yu Tu      

,xx xy xtXu Yu Tu   (21) 

( )y
y x y tU D U Xu Yu Tu      

,xy yy ytXu Yu Tu   (22) 

( )t
t x y tU D U Xu Yu Tu      

,xt ty ttXu Yu Tu   (23) 
1

( )
i j l i j l

i j l
x y t x y t

x x x y t
U D U D X u



    

1 1 1 1( ) ( ) ,i j l i j lx xx y t x y t
D Y u D T u     (24) 

1

1 1( )
i j l i j l

i j l
x y t x y t

t y x y t
U D U D X u



     

1 1( ) ( ) ,i j l i j ly yx y t x y t
D Y u D T u    (25) 

1

1 1( )
i j l i j l

i j l
x y t x y t

t t x y t
U D U D X u



     

1 1( ) ) ,(i j l i j lt tx y t x y t
D Y u D T u    (26) 

其中, xD 、 yD 和 tD 表示全微分.  

对于 1V 来说, 我们按照上面的方式做延拓, 可

以得到: 
( )

11 4 1 3( ) [( )
x

k
x u ypr fu c f c c fu         V V  

5 6 1 12 2 ] [(1 ) (
yx u tc yu f c yf c fu c u         

2
2 3 4 5) ( )x y xc xu c u f c x c y u f      

2
6 2

2

] (1 ( 1) )
t y

k

u x u
l

c y f i c fu


        

3 5 3[(1 3 2 ) ] [(1 2 )
xyxy xx uc fu c yfu c        

52 ( 2 )]
xyyxyy xx xxy ufu c f u yu      

3 5[(1 3 ) 6 ( )]xyyy xxy xxyyc fu c f u yu      

43 5[(1 4 ) (12
xyyyu xxyyxy

c fu c f u       

3
4 58 )] [2 2 (

xy
u yy xxxy

yu fu c f u      

6 32 ) 2 ] [(2 )
yyxy u yyyyu c f c fu       

5 36 ( )] [(2 )
yyyxy xyy u yyyc f u yu c fu      

5 1 36 ( )] [(1 )
yyyxy xyy u tyc f u yu c c fu       

1 3 2 3(( ) y xy yyf c c u c xu c yu     

2
5 52 ) (2 )tx x xyc yu c f yu y u    

6 22 ] [2 (
tyu tx x xxc yf fu f u c xu        

2
3 4 5) ( )]

txxy xx uc yu f c c y u     . (27) 

对于每个阶数 k, 我们都可以从式(21)~(26)中

找到延拓系数进行延拓.  

接下来的步骤就是从上面对称中获得不变方

程. 一般来说, 一个 k阶不变方程有如下形式: 

( , , , , , , , , ),i j lx y t x y t
F x y t u u u u u   

(0 ),i j l k ≤ ≤  (28) 

并且, F 要满足: 
( )

1 0.kpr F V  (29) 

所以我们要做的就是将式(28)中的参数看成

是独立变量, 然后寻找式(29)的特征值. 我们可以

从这些特征值里得到一系列的不变量 ( , , , ,nI x y t u  

( 1,2, , ), )i j lx y t
nu N  , 用这些不变量可以组成

很多不变方程, 而这些不变方程一般是上述不变

量的任意函数, 可以写做: 

1 2 3, , , ,( ) 0.NI I IH I   (30) 

一般来说, nI 是与 f 相关的, 所以由它们组

成的任意函数 H 也是一个与 f 相关的方程, 因此, 

我们通常需要选择 H 的适当表达式, 使得它与 f

无关. 

为了得到 1V 的不变元的确切表达式, 我们可

以求解下列的特征方程: 

2
2 3 1 4 6

d d d dx y t u

fc xf c yf c uf c xf c y f
   

          

4

dd i j l

i j l

x y tx

x y t
x

uu

u f c f U
 


  . (31) 

这里我们列举一些可以用到的有意义的解: 
21 ( 1) ( ,n

n c n
n nx nx xx

J u f u u u      

2,3,4, , )n k  , (32) 
3

1 ,cI yf   (33) 
32 22

2 5 ,ccI xf c y f f     (34) 

31 2 22 2
3 4 4 5 6

1
( )

2
cc cI uf c xf f c c c y f f       

31 22
6 ,cc y f f   (35) 

4 4 ,xI u f c f    (36) 
1 3 3

5 5 4(2 )c c c
y xI u f c yf f u f c f       

3 31 2
6 62 ,c cc yf f c yf f    (37) 

1 1
6 1 3 2 2 4 3 1 5( )c

tI u f c I c I I c I I f      
2 2

4 2 5 1 4( )( ),c I c I I ff f    (38) 
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3 31
7 52 ,c c

xy xxI u f c yu f f     (39) 

3 22 1 1
8 52 ,c cc c

xxy xxxI u f c yu f f      (40) 
2 2

9 5 52 (2 2 )yy xy xx xI u f c yu f y c u f u f f       
2

4 5 6 6( ) 2 ,c c c f c ff    (41) 

3 222
10 2 2[ (c c

tx x xxI u f u f c xu f c      
2

3 5 32 1) ]xx xyc c y u f c yu f f    
2

4 5( ) .xxc c y u ff   (42) 

这样, 最一般的不变方程就可以写为: 

( , , 2,3,4, , ; 1,2,3, ) 0n mH J I n k m    . (43) 

为了得到想要的可积模型, 需要从式(43)中选

出那些与 f 无关的方程. 由于此举较为复杂, 所以

我们在此举一个简单例子来说明. 取常数 ( 1,ic i   

2, ,6) 为: 

1 2 3 4
2 1 2 1

, , , ,
3 3 3 3

c c c c
A

      

5 6
1 1

, ,
6 6

c c
B AB

   (44) 

其中, A、 B和C是任意常数. 那么下列的不变方

程: 
2

1 10 3 2 4 9 4 0H I AI J AI BI CJ      , (45) 

就可以变为: 

( ) 0.t x xxx x yyu Auu Cu Bu     (46) 

从中能很容易看到, 0C  时, 式(46)即为熟

知KP方程; 0C  时, 它是Khokhlov-Zabolotskaya 

(KZ)方程. 当然我们还可以取不同的不变方程, 例

如: 
2

2 1 3 0J H EJ  , (47) 
和 

6

2
1

2

0, ( 2,3, ).
M

n
n n

n

H C J M



     (48) 

其中, A、 B、C、 nC 和 E都是常数. 在和式(44)

一样的系数条件下, 它们分别化为: 
2[ ( ) ] 0,xx tx x xxx x yy xxxu u Auu Cu Bu Eu      (49) 

和 
2

tx xx x yyu Auu Au Bu     

6

2

2

0. ( 2,3, )
M

n
n nx

n

C u M



   . (50) 

当然, 对于不同 Virasoro代数式(7)的表示, 我

们用以上方法不仅可以得到众所周知的(2+1)维可

积模型, 还可以得到更多新的其他可积模型, 并且

这些可积模型都具有 Virasoro 型的无穷维对称代

数. 以下演示如何从这个代数推导出(3+1)维可积

模型. 

3 Virasoro代数下的(3+1)维可积模型 

为了得到(3+1)维可积模型, 需要将矢量V 也

取成(3+1)维V 的形式: 

( , , , , ) ( , , , , )x yX x y z t u Y x y z t u    V  

( , , , , ) ( , , , , )z tZ x y z t u T x y z t u     

( , , , , ) .uU x y z t u   (51) 

如前所述, 设: 

( ),T f t   

{ , , , , }X Y Z T U   

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

, , , ,
n n n n

i i i i
i i i i

i i i i

f X f Y f Z f U
   

  
 
  
     

1, 2, 3,n   , 

并做V 的 k阶延拓, 则: 
( )

x y z t

k x y z t
u u u upr U U U U          V V  

1

,
i j m n

i j m nx y z t

x y z t
u

i j m n k

U
  

   
≤ ≤

 (53) 

其中, 

( )x
x x y z t xxU D U Xu Yu Zu Tu Xu        

,xy xz xtYu Zu Tu   (54) 

( )y
y x y z t xyU D U Xu Yu Zu Tu Xu        

,yy yz ytYu Zu Tu   (55) 

( )z
z x y z t xzU D U Xu Yu Zu Tu Xu        

,yz zz ztYu Zu Tu   (56) 

( )t
t x y z t xtU D U Xu Yu Zu Tu Xu        

,yt zt ttYu Zu Tu   (57) 
1

( )
i j m n i j m n

i j m n

x y z t x y z t
x x x y z t

U D U D X u


    

1 1 1 1( ) ( )i j m n i j m nx xx y z t x y z t
D Y u D Z u      

1 1( ) ,i j m nx x y z t
D T u    (58) 

1

1 1( )
i j m n i j m n

i j m n

x y z t x y z t
y y x y z t

U D U D X u


     

1 1( ) ( )i j m n i j m ny yx y z t x y z t
D Y u D Z u     

1 1( ) ,i j m ny x y z t
D T u    (59) 

1

1 1( )
i j m n i j m n

i j m n

x y z t x y z t
t t x y z t

U DU D X u


     

1 1 1 1( ) ( )i j m n i j m nt tx y z t x y z t
D Y u D Z u      

( ) ,i j m nt x y z t
D T u  (60) 
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1

1 1( )
i j m n i j m n

i j m n

x y z t x y z t
z z x y z t

U D U D X u


     

1 1( ) ( )i j m n i j m nz zx y z t x y z t
D Y u D Z u     

1 1( ) ,i j m nz x y z t
D T u    (61) 

和之前类似, 将对称 ( )f 取为: 

1 2 3( ) ( ) t x yf V f t fc x fc y            

4 1 5( ) ,z uc fz c uf c fyz       (62) 

其中, 1c 、 2c 、 3c 和 4c 满足关系 31 4 1c c c   . 可

以验证, 1V 确实满足Virasoro代数式(7). 并做 1V 的

延拓结构, 有: 
( )

1 1 1 2 1 3( ) [( )
x

k
u ypr V c c f c c fu         V  

5 1 4 52 ] [( ) 2 ]
y zu z uc zf c c fu c yf         

1 1 2 3[(1 ) (t x yc fu c u c xu c yu      

4 5 1 2) ] [(1 )
tz u xtc zu f c yzf c c fu         

2 3 4 1 2( ( ) ) ]xx xy xz xc xu c yu c zu c c u f      

1 3 2 3[(1 ) (
xtu yt xy yyc c fu c xu c yu        

4 1 3 5 1( ) ) ] [(1
ytyz y uc zu c c u f c zf c         

4 2 3 4 1) ( (zt xz yz zzc fu c xu c yu c zu c      

4 5 1 2 3) ) ] ( )
zt xyz u xy uc u f c yf c c c fu          

1 2 4 1 3 4( ) [( ) 
xzxz u yzc c c fu c c c fu         

5 2 3
2 2

] (1 ) (1 )
yz nx

k k

u nx u
n n

c f nc fu nc
 

         

4
2

(1 )
ny nz

k

ny u nz u
n

fu nc fu


       

2 3 4
3

(1 ) n m rx y z
n m r k

nc mc rc fu
 

    
≤ ≤

 

1 2 3
2 1

[(1
n m rx y z

u
n m r k

c nc mc
  

    
≤ ≤

 

1 14 2 3) (n m r n m r n m rx y z t x y z x y z
rc fu c xu c yu     

14 1 2 3 4( )n m rx y z
c zu c nc mc rc       

) ]n m r
n m rx y z t

ux y z
u f    . (63) 

并让它作用在一个不变方程上, 则该不变方

程一般可以写为: 

( , , , , , , , , , ,x y z tF x y z t u u u u u   

, ) 0,i j m nx y z t
u   (64) 

作用之后可得: 
( )

1 0.kpr F  V  (65) 

接下来解式(65)的特征方程: 

2 3 4

d d d dt x y z

f fc x c yf c zf
   

       

1 5

dd i j m n

i j m n

x y z t

x y z t

uu

c uf c yzf U
  


   . (66) 

就可以得到一系列不变量 ( , , , , , , ,r xI x y z t u u   

, )i j m nx y z t
u  (1 , 0,1,2, )i j m n k r    ≤ ≤ , 这

些不变量可以组成不变方程: 

1 2 3( , , , , , ) 0rH I I I I   . (67) 

由于求解过多, 这里我们列举一些可以用到

的典型不变量的例子: 
32

1 2, ,ccI xf I yf    (68) 
4 1 2

3 4, ,c c c
xI zf I u f    (69) 

1 3 4
5 5 ,c c c

yI f u c zf f     (70) 
1 4

36 5 ,c c
z cI f u c yf f

    (71) 
1 2 3

7 ,c c c
xyI f u   (72) 

1 2 4 1 22
8 9, ,c c c c c

xz xxI f u I f u     (73) 
1 3 4

10 5 ,c c c
yzI f u c f     (74) 

1 21
11 1 2 4 2 1 9[( )c c

xtI f u c c I c I I       

3 2 7 4 3 8 ] ,c I I c I I f   (75) 
1 3 1 42 2

12 13, ,c c c c
yy zzI f u I f u    (76) 

1 31 2 , ,c ncc ncx y
n nx n nyJ f u J f u   (77) 

1 2 3 41 4 , ,n m r
c nc mc rcc ncz

n nz nmr x y z
J f u J f u     

(3 ),n m r k ≤ ≤  (78) 
1 2 3 41

1 2[(n m r
c nc mc rc

nmr x y z t
K f u c nc        

3 4 2 1 ( 1) 3 2 ( 1)) nmr n mr n m rmc rc J c I J c I J      

4 3 ( 1) ] , (2 1).nm rc I J f n m r k    ≤ ≤  (79) 

将式(68)~(79)代入到式(43), 就可以得到了拥

有 Virasoro 对称代数的(3+1)维可积模型. 但一般

来说, 此模型是与 f 有关的. 为了得到与 f 无关的

模型, 需要限制方程中那些常数的选取. 这里列举

几个特殊的例子: 

(i)取: 

1 2 3 4 5

1 1
0, 0, , ,

2 2
c c c c c

A
       (80) 

则不变方程式(43)就可以写成: 

1 11 5 8 6 7 12 13( ) 0,H I A I I I I BI CI         (81) 

其中, A、 B和C是任意常数.  

这个方程可以得到一个与 f 无关的方程: 

( ) 0,xt y xz z xy yy zzu A u u u u Bu Cu      (82) 

(ii)取: 

1 2 3

1 1
(1 ), 0, ,

2 2

A
c c c

C
     
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4 5

1
, ,

2 2

A
c c

C C
    (83) 

可以得到不变方程: 

2 11 4 10 5 8( )H I A C I I AI I       

6 7 12 0.CI I BI   (84) 

从中也可以得到方程: 

( ) (xt y xz x yz z xyu A u u u u C u u     

) 0.x yz yyu u Bu   (85) 

(iii)取: 

1 5 2 3 5 4 5, 0, , ,c Ac c c Cc c Bc        

5

1
,c

A B C


 
 (86) 

不变方程就变为: 

3 11 4 10 5 8 6 7 0.H I AI I BI I CI I       (87) 

其对应的方程为: 

0.xt x yz y xz z xyu Au u Bu u Cu u     (88) 

事实上, 我们可以从(i)中的不变方程 1H 得到
很多与 f 无关的不变方程, 它们可以写为: 

, ,

0.nmr i nmr nmr
n m r

H H C J      (89) 

其中 , 3n m r  ≥ , 1 1 2 3(1 ) / (c c nc mc       

4 )rc , ( 1,2,3)iH i  . 它们的系数与(i)中系数的取法

是一样的. 并且从此算式出发, 我们可以找到更多

的(3+1)维可积模型. 

虽然文中都是在讨论 Virasoro 代数下的可积

模型, 但实际上这些可积模型也符合 KMV对称代

数, 具体检验的方法可以参考文献[24]. 例如, 当

取 0A  、 1 / 4B  和 1 / 2C  时, 式(89)会拥有下

列的 KMV对称代数: 

1 2 1 2 2 1[ ( ), ( )] ( ),f f f f f f      
1

[ ( ), ( )] ( ),
3

f K g K fg gf     

2
[ ( ), ( )] ( ),

3
f J h J fh hf     

[ ( ), ( )] ( ),f N m N fm     

1 2 1 2 2 1[ ( ), ( )] ( ),M l M l M l l l l    

[ ( ), ( )] (4 2 ),K g J h N gh hg    

[ ( ), ( )] ( ),L k M l L kl   

[ ( ), ( )] [ ( ), ( )]J h M l M l K g   

[ ( ), ( )] [ ( ), ( )]M l f L k f    

[ ( ), ( )] [ ( ), ( )]L k K g L k J h   

1 2 1 2[ ( ), ( )] [ ( ), ( )]N m N m J h J h   

1 2 1 2[ ( ), ( )] [ ( ), ( )]K g K g L k L k   

[ ( ), ( )] [ ( ), ( )]K g N m J h N m   

[ ( ), ( )] [ ( ), ( )] 0.M l N m L h N m   (90) 

上式中的点表示对相应变量的求导, 并且, 
2 1 4

( ) ( ) ,
3 3 3t y z uf f t yf fz fyz             

( ) ( ) ,xM l l x    

( ) ( ) ,uN m m t   

( ) ( ) ,uL k k x   

( ) ( ) 2 ,y uJ h h t hz      

( ) ( ) 4 .z uK g g t gy      (91) 

确切地说, 我们从代数式(7)的每一个表示出

发, 可以得到非常多的拥有KMV对称代数的(3+1)

维可积模型, 但这些模型的 Painlevé性质和 Lax对

还有待进一步讨论.  

4 从式(4)~(6)中构造的高阶模型 

考虑一个自洽的高阶 KP方程族[29]:  

3 3
( ) 0,

2 4t x xxx yy
x

u uu u u F u      
 

 (92) 

其中, 

( ) ( , , ,..., ,...) .n m lx xx x y t
F u F u u u u F   (93) 

它的对称方程可以写为: 

3 3 3

2 2 4t x x xxx yy
x

u u          
 

 

0,F    (94) 

其中, F 是 F 关于任意G的线性化算子: 

0
lim ( ).F G F u G


  





 (95) 

对于 3 个生成元式(4)、式(5)和式(6), 我们分

别讨论它们所形成的新的可积模型.  

4.1  式(4)所构造的模型 
将式(4)代入到式(94), 得到: 

21 2
( 2 6)

3 9t x y xf f x y y f
           

  

23 3 3

2 2 4xt xx x xxxx yyu uu u u u      
 

 

21 2

3 3t xF fu xf y f u
        

   

22 4 3
( ) 0

3 27 2yf yu xf y f      
   . (96) 

用式(92)消去式(96)中的 xtu , 可以得到: 
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21 2 2
( )

3 3 3t x yF fu xf y f u f yu
         

    

24 3 1
(

27 2 3t xxf y f fF u f xF u         
    

22
2 6 ) 0

9y xyF u F y fF u
    

 . (97) 

根据函数 F 的式(93)和线性化算符 F 的式(95)

定义, 我们有: 

, ,

, , , 0.
n m l

n m l

n m l
n m l x y t

F
F n m l

u x y t

   
    ≥  (98) 

将式(98)代入到式(97)中可以得到: 
1 ( 1)

( )

, , 0

(
3n m l

l l i
i l i
l t x

n m l i x y t

F f
C f x

u

  





    

  

( 2)
22

2 )
9

n m i

l i

y x x y t

f
y y u

   
   


 

( 1) 2

, , 0 3n m l

l
i l i
l y

n m l i x y t

F n
C f

u
 



      

( 2)2
(2 1)

9
l i

y x
m

f y m
         

2
( 1) 22

( 1)
3

n m i
l i

y x y t
m f u 

    
 

( 2) ( 3)2 4

9 27l l

l l

l xt t

F F
f x f

u u

 
   

      



  

22 2 2 ,
l l lyyt yt t

F F F
y y fF

u u u

          

  (99) 

其中, 
!

, 0, 1, 1
!( )!

n m l
i
l x y t

l
C u m l

i l i
  


 

 
≥ ≥ . (100) 

如果可以从式(99)找到一个独立于 f 的解 F , 

那么就可以得到一个对任意函数 f 都有 Virasoro

对称的模型. 在关于 f 独立的要求和对于 F 的自

洽条件下, 式(99)等价于如下系统: 

, ,

( 3 2 2) 6 ,n m l

n m l
x y t

n m l x y t

F
n l m u F

u


   

  (101) 

1

1, ,

2
( 1) 0,

3
n m l

n m l
x y t

n m l x y t

F F
l u

u u




 
  

   (102) 

1 1

2

, ,

3
0,

2
n m l

n m l

y x t x y t
n m l x y t

F
l m u

u
  

         
  (103) 

2

, ,

2
(3 2 4)

3n m l

y
n m l x y t

F m
l l n m

u

         

 2 1

2
( 1) 0

3
n m lx t x y t

x

F
m u

u
 


    


, (104) 

1

2

1
, ,

2
0,

9
n m l k

n m l

kx y t
n m l tx y t

F F
u

u u
 




 
 

   (105) 

1

1, ,

2
0,

3
n m l k

n m l

l k
lk x y t

n m lt x y t

F F
C u

u u
 



 
 

   (106) 

2

2

, ,

2 3
[

3 2k n m l

l k
l y

n m lyt x y t

F F
C

u u




 
  

   

1

1 ] 0,n m l k

l k
l x t x y t

mC u  
      (107) 

1 3, ,

3 3
2

2 4k k n m ln m lyyt xt x y t

F F F

u u u


 

  
  

    

 1 23 [3 ( 2 2)] 2l k l k
l l yC C n m m          

 2 1

2( 1) 0,n m l k

l k
l x t x y t

m C u   
       (108) 

其中, 式(105)~(108)中的 0,1,2,k   .  

要解出式(101)~(108)全部方程的解仍然很困

难. 但如果令函数 F 在 1l≥ 的情况下与 n m lx y t
u 无关, 

那么式(101)~(108)可以约化成: 

0,
y yy

F F F

u u u

  
  

  
 (109) 

,

( 2 2) 6 ,n m

n m
x y

n m x y

F
n m u F

u


  

  (110) 

1 1

,

0,n m

n m
x y

n m x y

F
mu

u
 




  (111) 

1 2

,

( 1) 0.n m

n m
x y

n m xx y

F F
m m u

u u
 

 
  

   (112) 

式(109)~(110)的一般形式解可以写为: 
3/2

1( , , 0,1, 2, , { , }xx nmF u F v n m n m    
3/2

1{0, 0}, {0,1}, {0, 2}) ,xxu F  (113) 
2 2

4
, .n m

n m

nm n m xxx y
v v u u

 


   (114) 

将式(113)和式(114)代入到式(111)和式(112),

有: 

1
1, 1

,

0,n m
n m nm

F
mv

v 




  (115) 

1 1
1, 2

, 10

( 1) 0.n m
n m nm

F F
m m v

v v
 

 
  

   (116) 

式(115)的一般解可以写为: 

1 2 ( , , 0,1, 2, ,{ , }nmF f y n m n m    

2{0, 0}, {0,1}, {0, 2}) ,F  (117) 
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, , 11
0

( 1)
m

m k k m k
nm n m m n m k k

k

y y C v v 
 



     

(4 6 2)

4

0

( 1) n m k
k

k n mm
m k k m k

m xy xxx y
k

C u u u 

  
 



 . (118) 

经过一系列冗长的计算, 发现可将式(117)代

入式(116)中, 可得: 

2 2
1, 2

, 10

( 1) 0.n m
n m nm

F F
m m y

y y
 

 
  

   (119) 

式(119)的一般解可以写为: 

2 0 , 0( , , 0,1, 2, ) ,n mF F K m n F    (120) 

其中, 0F 是 nmK 的任意函数, nmK 可由下式决定: 
[ /2]

, 2 10
1

!
( )

!( 2 !
.

)

m
j

nm nm n j m j
j

m
K y K y

j m j
 



 
  (121) 

其中, 1, 0,ii ij i j    . 

0 ,0 ,1 0 ,0(1 ) (1n n n n nK y         
( 2)/4

,1) ,n

n
n xxx

u u    (122) 

1 ,0 1 ,0(1 ) (1 ) ( nn n n n xxx y
K y u u        

1

( 8)/4) .n

n
xy xxx

u u u
   (123) 

还有一些 nmK 的具体例子, 如: 

2 1

2
2 ,0(1 )( 2n nn n xx xx xyx y x y

K u u u u u      

2 1

2 2 ( 14)/42 ) ,n n

n
xy x xx xxx x

u u u u u u 
   (124) 

3 1 2 2

3 2 2
3 ( 3 3n n nn xx xx xy xx xyx y x y x y

K u u u u u u u u      

3 1

3 ( 20)/4) 6 (n n

n
xy xx x xxx x y

u u u u u u 
     

2

( 12)/4) ,n

n
xy xxx

u u u
   (125) 

4 1 3 2 2

4 3 2 2
4 ( 4 6n n nn xx xx xy xx xyx y x y x y

K u u u u u u u u      

3 4

3 4 ( 26)/44 ) 6n n

n
xy xx xy xx xx y x

u u u u u u u 
     

1 2 2

( 18)/4 2( 2n n

n
xx xx xx xyx y x y

u u u u u u 
     

3 2

2 2 ( 10)/4) 12 .n n

n
xy x xxx x

u u u u u 
   (126) 

总体来说, 含有 ,n mK 的任意函数方程: 
3

2
0 ,

3 3
( ,

2 4t x xxx yy xx n m
x

u uu u u u F K     
 

 

, 0,1, 2, ) 0,m n    (127) 

拥有共同的 Virasoro对称代数式(7).  

4.2  式(5)所构造的模型 
将式(5)代入到式(94)中, 可得: 

23 3 3

2 2 4xt xx x xxxx yy
x

h u uu u u u      
 

 

2
( ) 0.

3xF hu h    (128) 

由式(92)消去式(128)中的 xtu , 则为: 

2
0.

3x xF hu h hF u
     
 

  (129) 

将式(98)代入到式(129), 有: 

1

1

1
( )

, , 0

n m i

n m l

l
i l i
l x y t

n m l i x y t

F
C h u

u








 




   

( 1)2
0, 1.

3 l

l

l t

F
h l

u
  

 ≥  (130) 

如果可从式(130)中找到一个与 h无关的解 F , 

那么就可以得到一个对任意的 h都有对称形式为

式(5)的模型. 

找到式(130)所有与 h无关的解, 等同于解出

下列具有无穷多独立变量的无穷多个线性系统: 

1 1
1

, ,

2
0,

3
n m l k

n m l

l k
l kx y t

tn m l x y t

F F
C u

u u
  

   
 

   

0,1, 2, ,k   . (131) 

找到超定系统(131)的一般解很难, 但如果要

求 F 与 ( 1)n m lx y t
u l≥ 无关, 那么就可以得到式(131)

的一般解: 

1 1( , , 0,1,n mx y
F f f u n m    

2 22, , 0).n m   (132) 

显然, 式(127)所展示的 
3/2

0 ,( , , 0,1, 2, )xx n mF u F K n m    (133) 

只是式(132)中 1f 的一个特殊例子. 

4.3  式(6)所构造的模型 
将式(6)代入到式(94), 可得: 

24 3 3
2

3 2 2y x xt xx xg yg u uu u        
 

  

3 4
2

4 3xxxx yy y xu u F gu gyu      


  

8
0,

9
yg  


  (134) 

将式(92)消去式(134)中的 xtu , 可得: 
4

2 ( 2
3y x ygF u ygF u F gu       

4 8
) 0.

3 9xgyu yg     (135) 

将式(98)代入式(135). 可得: 

1 1
( 1)

, , 0

4

3
n m i

n m l

l
i l i
l x y t

n m l i x y t

F
C g u

u
  

 






  
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( 2)8

9 l

l
l
tl yt

F F
g y

u u
 

    
   

  


1

( )

, , 0

2
n m l

l
i l i
l y

n m l i x y t

F
C g

u 





 


  

   

( 1)4
0.

3
n m i

l i
x x y t

g u    


 (136) 

如果可以找到式(136)中独立于 g的解 F , 那

么就可以得到一个对于任意函数 g都有式(6)对称

形式的模型. 

找到式(136)的所有与 g无关的解, 等同于求

解下列系统: 

1 1 1

1

, ,

2
0,

3
n m l k

n m l k

l k
l x y t

n m l x y t t

F F
mC u

u u
   

   
 

   (137) 

1 2 2

, ,

3

2n m l

l k l k
l x t l y

n m l x y t

F
mC C

u
            

  

1 2

2
0.

3
n m l k

k
x y t

yt

F
u

u
  

   
 (138) 

找到式(137)和(138)的解非常困难. 但如果要

求 F 与 ( 0)n m lx y t
u l  无关, 那么上面2个算式可以约

化成: 

0, 0,
y

F F

u u

 
 

 
 (139) 

这意味着, 

2 2 ( , { , } {0, 0},{0,1}),n mx y
F f f u n m    (140) 

其中, 2f 是指标上的变量的任意函数. 

显然, 式(140)是式(132)的一个特殊例子, 而
3/2

0 ,( , , 0,1, 2, )xx n mF u F K m n   是式(140)的一个特

殊例子. 换句话说, 广义 KP 方程族(127)不仅拥有

Virasoro 对称代数式 (7), 还拥有全 Kac-Moody- 

Virasoro (KMV)对称代数式(7)~(12). 

5 总结 

文中以Kac-Moody-Virasoro型代数为基础, 从

中推导出一系列具有这个代数性质的可积模型. 

不仅可以从 Virasoro代数出发, 推导出大家熟知的

(2+1)维非线性可积模型—–KP方程以及从KP方程

出发得到的一些高阶的(2+1)维可积模型, 还可以

通过同样办法推导(3+1)维的可积模型. 由于这些

可积模型都具有 KMV 代数性质, 所以称它们为

Kac-Moody-Virasoro 可积系统. 而一般的科学研究

都来自于(2+1)维或更高维的系统, 所以相信这个

推导高维可积模型的方法以及这个方法产生出来

的可积模型对于其他领域的研究有着至关重要的

作用. 
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Kac-Moody-Virasoro integrable system 
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Abstract: By studying the symmetry of Kadomtse-Petviashvilli (KP) equation, we obtain the infinite- 
dimensional Lie algebra of symmetries, which is termed as Kac-Moody-Virasoro (KMV) algebra. Using 
generators of KMV algebra and the prolongation of Virasoro algebra, the Kadomtse-Petviashvilli (KP) equation 
is obtained. In addition, the other higher order (2+1)-dimensional and (3+1)-dimensional integrable model can 
thus be derived from KP equation. It is worth noting that all the models possess the same properties of KMV 
algebra. 
Key words: Lie group of symmetries; Lie algebra; Kac-Moody-Virasoro algebra; KP equtions; CK direct method; 
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