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基于扩展主对称方法的 Kadomtsev-Petviashvilli
方程的对称与无穷维李代数 

樊  荣,  李  彪* 
（宁波大学 数学与统计学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 提出了扩展的主对称方法, 将它应用于 2+1维可积模型—–Kadomtsev-Petviashvilli (KP)方

程, 获得了该方程中含有时间 t的任意函数的广义对称, 无需使用复杂的递归算子, 即可直接从

对称定义方程中得出关于KP方程对称的显式简单构造公式. 本文中所有提到的对称都是此方程

对称的特例, 同时, 还给出了由这些对称构成的一般无穷维李代数.  
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在 20 世纪 60 年代到 80 年代, 某些具有物理

应用的 1+1 维非线性发展方程孤子解的发现引起

了诸多物理学家和数学家的极大兴趣与关注[l]. 一

个重要的发展是非线性模型(例如 KdV和 Liouville

方程)通常具有无穷多个对称[2-11], 并且有许多不

同类型的有效方法来获取这种发展方程的对称, 

其中之一是利用主对称的李代数来获得所有的交

换对称.  

20世纪 80年代, Fuchssteiner利用主对称方法

不仅获得了 Kadomtsev-Petviashvilli (KP)方程中与

时间无关的对称, 也获得了与时间有关的对称[12]. 

20世纪 90年代, 楼森岳教授课题组改进了文献[12]

中的主对称方法, 并把改进方法应用于一系列非

线性方程, 给出由广义对称构造的所研究方程的

更一般对称和无穷维李代数[13-20], 本文将以 KP 方

程为例来说明这一改进的方法. 文中第 2部分则致

力于提出第 1 部分中获得的所有对称的显式表达

式, 第 3部分为总结和讨论.  

1 KP方程的对称与李代数 

Fuchssteiner指出[12]:  
2

3G y  (1) 

是 KP方程:  

2(6 ) 3xt x xxx x yy xu uu u u K     (2) 

的三阶主对称.  

由于 

3 2 2 2 2 2 2[[[ , ], ], ] [[ , ], ]G K K K G K K   

1 2 2[ , ] 108G K K , (3) 

此时, 定义交换[ , ]A B 为:  

[ , ] [ ( ( ))A B A u B u
x


  


 

0
( ( ))]B u A u A B B A





    . (4) 

2K 被定义为:  
1 1

2 2 6 3x x x xxx x yyK D K uu u D u     , (5) 

其中, 
1 d

x

xD x


  , (6) 

是微分算子 /xD x   的逆元. Fuchssteiner利用常

数C , 通过 
1

xD C xC  , (7) 

来定义 1
xD 的李代数含义. 然而, 为了获得最一般

的结果, 我们应该将 1
xD 定义为如下更一般的形

式:  
1 ( , )xD C xC f y t   , (8) 

其中, f 是关于 y和 t的任意函数.  
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现在, 用文献[12]中已给的种子对称 2K 和主

对称 2
3G y 来计算方程, 并且用式(8)中对 1

xD 的

定义来代替式(7). 显式计算结果为:  
2

2 3 2[ , ] 6 6 ( , )xG G K u y x f y t     , 

1 2 2[ , ] 36( 2 2 )x yG G K xu u yu       

16 3 ( , )x yyfu f x f y t  . (9) 

最后, 可以得到:  

1 2 2 1 2[ , ] 108 6 ( , )xG K K f u f y t     

18( 2 2 )yy x y y yyf xu f u f u    

2
1 2 0

9
3 108

2 yyyy yyf x f x K    , (10) 

其中, f 、 1f 和 2f 是 3个积分函数. 这 3个积分函

数从 KP 方程的对称定义方程中加以固定, 使得当
1

xD 以式(8)的形式出现时, 2y 仍是三阶主对称. KP

方程的对称定义式为:  
2 4 2

2[(6 ) ]xt x x y xD u D D K      , (11) 

或等价地为:  
3 1 2

2 (6 )t t x x x yD K D u D D D        , (12) 

其中, tD 表示 t的全导数.  

将式(10)给出的 0 代入式(11)中, 可以得到第

一个广义种子对称:  

0

1
( ) ( ) ( )

6xK h h t u h t  . (13) 

并且, 1 2 1 20, 6 ( ), / 6y yf f f h f t f h        

/ 6tD h , h是一个关于 t 的任意函数. 当 1h  时, 

对应于 x的平移, 0 ( )K h 约化为已知的 0 0(1)K K 
 

xu . 现在使用文献[12]中已知的对称 3 4[4 yK uu    
1 22 ]x x y x yyy xyyu D u D u u   和广义种子对称式 (13), 

将积分函数固定为 / 18h y , 使得 1( )K h 满足式(11). 

因此可以得到:  

1 0 3

3
( ) [ ( ), ] 2

4 yK h K f K hu     

1 1

3 18xh yu h y  , (14) 

其中 , h f  , 并且 1( )K h 是关于 y 平移不变性

1(1)K  1 2 yK U  的推广.  

类似地, 我们可以得到:  

2 1 3

3
( ) [ ( ), ]

4 tK h K f K hu   
 

22 1 1 2

3 3 18 3y x xh yu h xu h y u h u        

21 1
,( )

18 108
h x h y h f    , (15) 

以及 

 3 2 3 3

3 1
( ) [ , ] (

4 3 xxxK h K f K hK h yu   

 
1 12 4 3 6 )y x y x yy yxu D u yD u yu      

21
( 2 )

9 x yh xyu yu y u     

31
(3 )

162 yh xy y u    

(4) 31
, ( )

972
h y h f  . (16) 

由此可见, 2 ( )K h 是关于 t平移不变性 2 (1)K   

2 tK u  的推广, 而 3 ( )K h 是已知的与时间无关对

称的 3 3(1)K K 推广.  

最后, 借助文献[12]中已知的时间无关对称

nK 和广义对称 2 ( )K h 或 3 ( )K h , 可以获得关于 nK

的所有推广:  

2

3
( ) [ ( ), ], ( )

1n nK h K f K h f
n

 


, (17) 

3 1

3
( ) [ ( ), ], ( )n nK h K f K h f

n    . (18) 

需值得注意的是, 对于广义对称 3 ( )K h 而言, 

当我们取 h t 时, 3 ( )K h 约化为已知的时间相关

(与时间 t线性相关)对称: 

1
3 3

1
( ) ( 2 4

3 xxx y x yK t tK yu xu D u    
 

1
3 1,33 6 )x yy xyD u yu tK     , (19) 

其中, 1,3 只是参考文献[12]中给出的主对称(直到

一个常数因子). 然后, 式(18)将约化为已知结果:  

3 1 1,3 1

3 3
(1) [ ( ), ] [ , ]n n n nK K K t K K

n n
    . (20) 

完成详细的计算后, 可以发现这里获得的广

义对称还构成了一个封闭的无穷维李代数: 

1 2[ ( ), ( )]n mK h K h   

2 1 2 2 1

1
(( 1) ( 1) )

3 n mK m h h n h h      . (21) 

为验证其正确性, 我们将提出上述无穷维李

代数(21)式的一些特殊情况, 以代替繁琐的证明过

程.  

(1) 1h  . 此特殊情况中, 所有 ( )nK h 都约化为

文献[21]中已知的对称 (1)n nK K , 这些对称能够

从不显式依赖于变量 x、 y和 t的守恒量导出[22-23]. 

所有这些守恒量是可交换的.  

(2) h t . 在这种情况下, 所有的对称 ( )nK t 
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n 就是显式依赖于变量 x、 y和 t的所谓的“新对

称”或“ 对称”. 所有这些类型的对称构成一个

Virasoro代数:  

[ ( ), ( )] [ , ]n m n mK t K t     

2

1
( ) , ( , 0)

3 n mm n n m    . (22) 

(3) ( 1)mh t m ≥ . 这种类型的解在文献[12,24- 

26]中已经给出, 代数式(21)约化为:  
1

[ ( ), ( )] [ ( 1)
3

r s
n mK t K t r m    

1
2( 1)] r s

n ms n K t  
  , (23) 

并且此约化也在文献[25-26]中已经给出. 事实上, 

将式(23)扩展到式(21)是很自然的. 如果将 ( )h t 限

制为任何解析函数, 然后以泰勒级数形式加以表

达, 再加上 KP 方程的对称定义方程式(11)是线性

的, 因此, 根据式(23)可以证明式(21).  

(4)设 

0

1
( ) ( )

6xK h Z h hu h   , (24) 

1

1 1
( ) ( ) 2

3 18yK g Y g gu g yu g y      , (25) 

以及 

2

2 1
( ) ( )

3 3t y xK f X f fu f yu f xu        

2 21 2 1 1

18 3 18 108yf y u f u f x f y      , (26) 

其中, h、g和 f 是 3个关于 t的任意函数. 从代数

式(21)中可得到 KP方程的无穷维子代数:  

1 2[ ( ), ( )] 0Z h Z h  , (27) 

[ ( ), ( )] 0Z h Y g  , (28) 

1 2 1 2 2 1

2
[ ( ), ( )] ( )

3
Y g Y g Z g g g g   , (29) 

1
[ ( ), ( )] (3 2 )

3
Y g X f Y g f f g   , (30) 

1
[ ( ), ( )] (3 2 )

3
Z h X f Z h f f h   , (31) 

1 2 1 2 2 1[ ( ), ( )] ( )X f X f X f f f f   , (32) 

这些子代数首先由 Schwarz 使用的 REDUCE

软件包中已给出[27], 其中, ( )X f 、 ( )Y g 和 ( )Z h 可

表示为以下完全等价的形式:  
1

( ) ( )
6

Z h h t h
x u

  
 

, (33) 

1 1
( ) 2 ( )

3 18
Y g g t g y g y

y x u

     
  

, (34) 

2
( ) ( )

3
X f f t f y

t y

    
 

 

21 1

3 18
f x f y

x

      
 

22 1 1

3 18 108
f u f x f y

u

       
. (35) 

相应的李乘积记为:  

[ , ]A B AB BA  . (36) 

文献[28]已经研究了该代数更多详细的内容, 

同时, 也使用该子代数获得了 KP方程的 3种一般

形式的相似解.  

因为在每个高阶对称中都包含应该被固定的

积分函数, 所以从式(17)或(18)中得到 ( )nK h 的具

体形式仍然非常困难, 并且对于积分函数尤其如

此. 尽管积分函数与文献[16]得到的函数一致, 但

它们必须直接从定义式(11)予以确定. 因此, 本文

将给出一个简单且显式的公式来获得 ( )nK h .  

2 KP方程对称的构造公式 

观察式(17)与(11)(或式(18)与(12)), 可知式(11)

与 线性相关, 式(17)与 h f  线性相关, 并且 h

是关于 t 的任意函数, 因此 ( )nK h 与 h (及其导数)

的关系必须是线性的. 相应地, 我们知道 ( )nK h 只

能具有如下形式:  
1

( 1 )

0

( ) [ ]
n

n k
n n

k

K h h K k


 



  , (37) 

其中 , ( ) ( ( ))k k
th D h t , [ ]( 0,1, , 1)nK k k n  是关

于 x、y、u及其导数的函数, 且此函数没有明显的

时间相关, 而 ( )nK h 的显式时间相关已经在 ( 1 )n kh  

中分离出来.  

将式(37)直接代入定义式(11)的左侧, 可以得

到:  
1 1

( 2 ) ( 1 )

0 0

( ) [ ] [ ]
n n

n k n k
nxt nx nxt

k k

K k k K k k K k
 

   

 

     

1 2
( 2 ) ( 2 )

0 0

[ ] [ 1]
n n

n k n k
n nxt

k k

k K k k K k
 

   

 

   , (38) 

此时, 式(11)的右侧变为:  
1

( 1 )
2 2

0

( ) [ ]
n

n k
x n x n

k

K K h K h K k


 



    

2
( 2 )

2
1

[ 1]
n

n k
x n

k

h K K k


 



  . (39) 

因为 h是一个关于 t 的任意函数, 比较式(38)
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和(39)中 ( 2 )n kh   的系数, 可以推导出: 

[0] 0nxK  . (40) 

当 0k  时,  

[0] ( )n nK g y . (41) 

它不仅与时间 t无关, 而且与 x和 u也无关.  

当 1,2, , 1k n  时,  

2[ ] [ 1] [ 1]nx nxt x nK k K k K K k    , (42) 

2[ ] ( ) [ 1]nx x x t nK k K D D K k   . (43) 

递归求解方程式(43), 得到:  
1

2[ ] ( ) [ 1]n x x x t nK k D K D D K k      

2( ) [ 1]t nK D K k     
2

2( ) [ 2]t nK D K k     

  

2( ) [0]k
t nK D K    

2( ) ( )k
t nK D g y  . (44) 

当 2k n  时, 条件 

2[ 1] [ 1]nxt x nK n K K n   , (45) 

意味着 [ 1]nK n  本身是与时间无关的对称.  

将 
1

2[ 1] ( ) ( )n
n t nK n K D g y    (46) 

替换至式(45)中, 以便确定唯一未知数 ( )ng y . 但

是, 由于从式(23)的讨论中知道存在该问题的解, 

并且该解只能为式(37), 因此拟以一种简单的方式

来改进 ( )ng y .  

如果 x的维数为[ ]x , 那么根据 KP方程(2), 可

以得到 y、t和 u的维数分别为 2[ ]x 、 3[ ]x 和 2[ ]x  . 根

据等式(13)~(18), 可以看出 ( ) /nK h h的维数必须是
3[ ] nx   , 即 ( 1) ( ) /n

nh g y h 必须有维数 3[ ] nx   . 因此, 

( )ng y 唯一可能的形式是 

( ) n
n ng y A y , (47) 

其中, nA 是一个常数. 因为对称方程(11)是线性的, 

因此 nA 也不是很重要.  

最后, 可以得到关于 ( )nK h 的构造方程:  
1

( 1 )
21

0

1
( ) ( )

2 !3

n
n k k n

n tn
k

K h h K D y
n


 




  , (48) 

其中, 常数 nA 已固定为 11 / (2 !3 )nn  , 使得由式(48)

给出的 ( )nK h 与由式(18)得出的 ( )nK h 相同.  

从一般的对称表达式(48)开始, 我们不仅可以

获得交换对称的显式表达式:  

1
21

1
[ 1] ( )

2 !3
n n

n n tn
K K n K D y

n



    , (49) 

还可以获得与时间无关的 k阶主对称的显式表达

式:  

1
, 21

1
( )

2 !3
n k n

k n tn
K D y

n
  


  . (50) 

通过式(50), KP 方程的一般时间相关对称

( )nK h 可以写成: 
1

,
0

( )
n

k
n k n

k

K h h 




  , (51) 

其中, 0,n nK  .  

具体计算中发现, 如果令 ( )nK h 为式(48), 就

可以使用 1
xD 的定义方程式(7)进行计算. 实际上, 

由于已经固定了所有 0n≥ 的 (0)nK , 因此, 式(17)

和(18)中的积分函数也已经被固定.  

3 总结与讨论 

本文在扩展了文献[12]中针对 KP 方程的主对

称方法后, 得到了无穷多个与时间有关的对称, 其

中每个高阶对称都包含 t的任意函数. 所有已提到

的对称都可视为特殊情况. 尽管可以借助于 2个递

归算子[29-30], 以 2种不同方式递归地获得与时间无

关的对称, 但是这些交换对称的表达式仍然相当

复杂. 对于含有关于 t任意函数的广义时间相关对

称, 我们给出了一个显式简单表达式, 从该表达式

可以获得阶数为 ( 1,2, , 1)k k n  的时间相关对

称和主对称.  

这些无穷多个对称共同构成了无穷维李代数. 

Schwartz[27]获得并由 David等[28]讨论的含有关于 t

的 3个任意函数的无穷维李代数, 只是这里给出的

一个子代数. 因为高阶对称中的所有函数都可以

彼此独立, 所以由无穷多个广义对称组成的代数

包括无穷多个关于 t的任意函数. David 等[28]使用

含有关于 t的 3 个任意函数的子代数, 获得了包含

这 3个任意函数的 KP方程的 3种解. 实际上, KP

方程存在很多种解[31-33], 并且这些解都包含 3个以

上关于 t的任意函数. 此外, 对于 KP 方程的对称

群存在关于 t的无穷多个任意函数这一事实, 意味

着可能存在一些包含关于 t 的无穷多个任意函数

的解; 而如何使用 KP方程的广义对称群以获得此

类解, 还值得进一步研究. 值得说明的是, 可以用

以下广义等价形式写出 KP方程(2): 
16 3 ( , )t x xxx x yyu uu u D u f y t    , (52) 
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其中, ( , )f y t 是一个关于 y和 t的任意函数. 显然, 

2个变量的任意函数可以写成一个包含其中一个变

量的无穷多个任意函数的函数. 例如变量 y和 t可

以写成函数:  

( , ) ( ) n
nf y t A t y





 , (53) 

其中, ( )( 0, 1, 2, )nA t n     是关于变量 t的任意函

数.  

在文献[11]中, 已经获得了由各类 1+1 维可积

模型时间相关对称构成的完整Virasoro代数. 但是, 

因为方程式(22)仅在 , 0,1,2,n m  时成立, 所以我

们得到 KP方程的 Virasoro代数是不完整的. 如何

为 ( 1, 2, )n n     查找另一个“半”等级, 甚至是

否存在这样的否定等级仍然未知. 关于 KP 方程的

对称和对称代数的其他各种问题, 如守恒定律也

值得进一步研究. 与 KP 方程相似, 对于其他 2+1

维可积模型, 可能存在广义对称和无限维李代数. 

例如, 文献[31]报道了在 2 个空间中可积色散长波

方程的广义对称和无限维李代数.  

此外, 本文扩展的主对称方法可应用到其他

的非线性可积系统, 如三维 Toda方程、势 Nizhnik- 

Novikov-Veselov方程、(2+1)维可积色散长波方程、

Davey-Stewartson方程、两维微分差分 Toda方程、

双线性 KP方程、(2+1)维 KdV-Ito方程等.  
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Extended master symmetry approach: Symmetries and infinite-dimensional 
Lie algebra of the Kadomtsev-Petviashvilli equation 

FAN Rong, LI Biao* 

( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In this paper, an extended master symmetry method is proposed and applied to the (2+1)-dimensional 
integrable model Kadomtsev-Petviashvilli (KP) equation, and the generalized symmetry of any function 
containing time in the equation is obtained. Then an explicit and simple constructive formula for the symmetries 
of the KP equation is derived directly from the symmetry definition equation, in which the complicated recursion 
operators are skipped. All the known symmetries appear as special cases for those symmetries obtained in this 
work. The general infinite-dimensional Lie algebra constituted by these symmetries is also given. 
Key words: symmetries; Lie algebra; explicit expression 
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