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利用强对称和逆强对称算子构造可积方程族 

—–以势 mKdV方程的强对称和逆强对称算子为例 
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摘要: 从势mKdV方程的对称出发, 利用强对称算子和逆强对称算子, 不仅可以构造mKdV方程

族和 KdV方程族, 还可以构造 Liouville方程族、sinh-Gordon(和/或 sine-Gordon)方程族. 研究表

明, 这里构造的 Liouville方程族、sinh-Gordon(和/或 sine-Gordon)方程族是一个广义势 mKdV方

程族的一半, 而 mKdV方程族和 KdV方程族是这个广义势 mKdV方程族的另一半. 
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在线性理论日臻完善的今天, 非线性科学已

经蓬勃发展于各个研究领域而成为研究焦点. 因

此, 在研究过程中将无法避免地碰到各种各样的

非线性方程, 而对这些非线性方程的求解无疑成

为非线性科学研究的关键, 这也是非线性研究的

难点所在. 通过众多科学家的努力, 人们已经建立

和发展了不少求解非线性系统的有效方法, 特别

是针对其中一些被归为可积的非线性系统, 常用

的方法有: 对称性分析[1]、反散射变换方法[2]、达

布变换方法[3]、双线性方法[4]和多线性方法、经典和

非经典李群方法[1,5]、CK 直接法[6]、形变映射法[7-8]、

Painlevé 截断展开方法[9]、几何方法[10]以及穿衣服

方法[11].  

在上述列出的研究方法中, 对称性分析[1,5]是

最重要也是最有效的研究方法之一, 它不仅能解

决或简化科学问题, 而且在寻找系统的规律性方

面有重要作用. Lie[12]开创性地分析了李群和李代

数之间的关系, 他指出对于任意连续群都可以赋

予一个非常简单的代数结构 , 即李代数 . 后来 , 

Olver[13]证明了可以利用递推算子来产生偏微分方

程的无穷多个对称. 在我国李翊神教授、田畴教授

等系统地研究了非线性发展方程的对称、强对称、

遗传对称及其李代数结构, 取得了一系列重要的

研究成果[14-15]. 通常, 根据对称的定义去寻求方程

的对称往往会遇到很多困难, 尤其是有一些复杂

的对称本身就很难直接得到. 利用强对称和逆强

对称算子, 可以方便地从系统的一个已知对称得

到无穷多对称. 强对称得到的大多是局域对称, 而

将逆强对称作用到已知种子对称上, 可以得到非

局域对称. 但如何从强对称得到相应的逆强对称, 

特别是高维非线性系统的逆强对称是很困难的. 

楼森岳教授首次提出了求强对称算子逆算子的因

式化方法和形式级数对称理论[16-19], 该理论不仅

可以比较方便地获得强对称算子的逆算子表达式

和包含任意函数的广义对称 , 以及对称构成的

Kac-Moody-Virasoro型代数和广义W∞代数结构[20], 

而且可以构造一大类具有相同对称的可积系统的

方程族[21]. 更进一步, 楼森岳教授将他的思想推广

到了高维系统[22-24], 给出了一些高维系统的强对

称和逆强对称算子, 并且得到了相关系统的可积

方程族.  

本文中, 将从已知的势 mKdV 方程的对称出
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发, 利用已经得到的势 mKdV 方程的强对称和逆

强对称算子, 给出势 mKdV 方程的对称构成的无

穷维 Lie 代数, 然后构造一些可积方程族. 这些可

积方程族可以深刻地揭示不同方程族之间的联系, 

以及这些可积方程族和势 mKdV 方程的对称之间

的联系. 

1 势 mKdV方程的对称和强对称 

势 mKdV方程: 
3 (0)

12t xxx x K Ku u u     (1) 

的对称可以通过求解相应的线性化方程: 

3 2( 6 ) , ,t xK D u D D
x

   


     
 

 (2) 

其中线性化算子G为函数G在 u点上沿 方向的
Gateaux导数, 其定义为: 

0

d
[ ] ( , , )] ,

d
G G G x t u



  


    


 (3) 

可以看出, 由方程(2)确定的对称是势 mKdV 方程

(1)的不变变换群的无穷小生成元[25-26].  

寻找模型对称的方法很多, 其中一个有效的

方法是利用强对称算子(递推算子). 将强对称算子

作用到种子对称上, 可以得到系统的对称. 如果算

子 满足: 

d
[ , ]

d
K K K

t

        , (4) 

就称其是强对称算子, 也称递推算子. 这就是, 如

果 是系统的对称, 将强对称算子 作用到对称
 上, 得到的 也是该系统的对称, 其中 由方
程(4)给出. 可以证明[21,25], 势 mKdV 方程(1)的一

个强对称算子是 

 2 1 1 d ,4 ,
x

x xD u D u D D x  


   

 

(5) 

它也是一个遗传对称. 这里遗传对称是指对任意

函数 f 和 g , 算子 满足: 

[ ] [ ]hf h f       

( [ ] [ ] ),f h h f     (6) 

容易验证, 算子 的逆 1 , 即逆强对称算子(逆

递推算子)为: 

1 1 1 1 1 1 11 1
,

2 2
D gD g D g D g          (7) 

这里 

exp (2 ),g u  (8) 

也是势 mKdV方程(1)的一个遗传强对称算子. 

2 利用强对称和逆对称算子构造可积方程族 

容易直接验证, 势 mKdV方程(1)有如下对称: 
(0)
0 ,xK u  (9) 

(0) 1 1 1 (1)
0 0

1
3

2
,xtu D gD g       (10) 

(2) 1 1 1
0

1
3 ,

2xtu D g D g       (11) 

(1) 1 1
0 ,K D g   (12) 

(2) 1
0 .K D g  (13) 

我们把上述 5个对称作为种子对称, 然后将强

对称算子 和它的逆强对称算子 1 作用到上述

种子对称或其线性组合上, 可以得到不同组的对

称. 经过计算发现, 势 mKdV方程的 6组对称构成

无穷维 Lie代数. 该 6组对称为: 
(0) (0) (1) (1)

0 0, ,n n
n nK K K K  

   

(2) (2) (0) (0)
0 0, ,n n

n nK K   
    (14) 

(1) (1) (2) (2)
0 0, .n n

n n      
    

它们所构成的无穷维 Lie代数为: 

(0) (0), ] 0, ( , 0,1,[ 2, ),  n mK nK m (15)
(0) (1), ] 0, ( , 0,1,2[ , ),n m m nK K      (16) 

(0) (2), ] 0, ( , 0,1,2[ , ),n m m nK K      (17) 

(1) (1), ] 0, ( , 0,1,2[ , ),n m m nK K       (18) 

(2) (2), ] 0, ( , 0,1,2[ , ),n m m nK K       (19) 

(2) (1) (2) 2)(, ][ 4 4 ,m n m nn mK K         (20) 

(0) (0) (0)
1, ] (2 1[ ) ,n m m nK Kn     

( , 0,1,2, ),m n    (21) 
(0) (0) (0)

1, ] 2( ) ,[ n m m nn m     
 ( , 0,1,2, ),m n    (22) 

(1) (1) (1)
1, ] 2( 1) ,[ n m m nK Kn         

( , 0,1,2, ),m n    (23) 
(1) (0) (1)

1, ] ( 1) ,[ 2n m m nK Kn    
 ( 1,2, , 0,1,2, ),m n      

 
(24) 
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(1) ((1) (2) 2)
1 1, ] 2( 1) 2( 1) ,[ n mm n m nn m              

( , 0,1,2, ),m n    (25)

 (0) (1) (1)
1, ] 2( ) ,[ n m m nn m        

( , 0,1,2, ),m n    (26)

 (0) (2) (2)
1, ] 2( ) ,[ n m m nn m      

 ( 1,2, , 0,1,2, ),m n      
 

(27) 

(1) (1) (1)
1, ] 2( ) ,[ n m m nm n         

( , 0,1,2, ),m n    (28)

 (0) (1) (0)
1, ] (2 1)[ ,n m m nK Kn    

 ( , 0,1,2, ),m n    (29)

 (0) (2) (0)
1, ] (2 1)[ ,n m m nK Kn     

 ( , 0,1,2, ),m n    (30)
 (1) (2) (1)

1, ] 2 ,[ n m m nK nK    
 ( , 0,1,2, ),m n    (31)

 (2) (1) (2)
1, ] ,[ 2n m m nnK K     

 ( , 0,1,2, ),m n    (32)
 (2) (0) (2)

1, ] ( 1) ,[ 2n m m nK Kn    
 ( 1,2, , 0,1,2, ),     m n

 
(33) 

(2) (2) (2)
1, ] 2( 1)[ ,n m m nK Kn     

 ( , 0,1,2, ),m n    (34) 

(2) (2) (2)
1, ] 2( ) ,[ n m m nn m       

 ( , 0,1,2, ),m n    (35)
 这里的 Lie括号定义为:  

[ , ] .f h f h h f    (36) 

从任意一族对称出发, 可以构造一族可积方

程. 这里我们给出一些有意思的可积方程族. 

(I)势 mKdV的 (0)K 族(高阶势 mKdV方程族) 
(0)
0 , ( 0,1, )2, ,n

tu K n     (37) 

这是传统意义上的势 mKdV 方程族, 相关研究结

果参考文献[26]. 

(II)势 mKdV的 (0) 族(变系数的势 mKdV方程

族) 
(0)
0 , ( 0,1,2, ,)n

tu n      (38) 

对 1,n  上述方程成为: 

3 1
3 ( 2 ) ,

2t xxx x xu t u u xu     (39) 

我们可以把它看成是变系数势 mKdV 方程的一个

特例[27-28]. 

(III)势 mKdV的 (2)K 族(Liouville I族) 

(2)
0 , ( 0,1,2, ),n

tu K n     (40) 

该族的前 2个方程为: 
1 exp (2 ),tu D u  (41) 

 1 1 1 1 1 1 11
,

2tu D gD g D g D g D g         (42) 

方程(41)就是著名的 Liouville方程: 

exp(2 ).xtu u  (43) 

目前的研究结果表明, 在 2维引力[29-30]和共形

场论[31-32]的研究中, KdV方程族和Liouville模型紧

密相关. 从我们的研究结果看, Liouville 方程(41)

或(43)可以认为是势mKdV族(势mKdV的 (2)K 族)

中的一个方程. 

(IV)势 mKdV的 (1)K 族 
(1)
0 , ( 0,1,2, ),n

tu K n     (44) 

我们把它称为 Liouville II 族. 可以看出, Liouville 

II族的前 2个方程是: 
1 exp ( 2 ),tu D u   (45) 

 1 1 1 1 1 1 1 11
.

2tu D gD g D g D g D g          (46) 

需要说明的是, 从势 mKdV方程的 (1)K 族对称

出发, 可以很容易地导出 Liouville I族和 Liouville 

II 的对称和 Lie 代数. 例如, 可以直接验证式(5)和

式(7)中给出的 和 1 同样也是 Liouville I 族和

Liouville II 族, 即方程(40)和方程(44)的遗传强对

称算子. 进一步可验证, (0)
0K 、 (2)

0K 和 (2) (2)
0 0tK    

xxu 是 Liouville I 族的种子对称, 而 (0)
0K 、 (1)

0K 和
(1) (1)
0 0 xtK xu   是 Liouville II族的种子对称. 将强

对称 和 1 作用到这些种子对称上, 可以得到 3

组 Liouville I 族和 Liouville II 族的对称. 式(15)、 

(17)、(19)、(30)和(34)构成了 Liouville I族的无穷维

Lie 代数; 式(15)、(16)、(18)、(23)、(28)和(29)构成

了 Liouville II族的无穷维 Lie代数. 

(V) sinh-Gordon 族和 /或 sine-Gordon 族 (势

mKdV的 (2) (1)K K 族) 

由于对称方程满足的方程(2)是线性方程, 所

以对称的线性组合也是势 mKdV 方程的对称. 选

取: 
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(2) (1) 1
0 0

1 1
( ) sinh(2 ),

4 2
K K D u   (47) 

作为种子对称 , 可以得到 sinh-Gordon 族和 /或

sine-Gordon族: 

 11
sinh(2 ) , ( 0,1,2, ),

2
n

tu D u n       (48) 

对式(48)做变换: 

1
,

2
u   (49) 

可积方程族(48)的第 1 个方程就是 sinh-Gordon 方

程: 

sinh ,xt   (50) 

若变换的形式取为: 

1
,

2
u i  (51) 

就可得到 sine-Gordon方程: 

sin ,xt   (52) 

容易验证,  和 1  分别是方程族(48)的遗传强对

称和逆强对称算子 ; 而 (0)
nK 、 (2) (1)( )n nK K  和 (1)

n   
1 sinh(2 ) 2n

xtD u xu   都是方程族(48)的对称. 
(VI)广义势 mKdV族 

如果取 

(0) (1) (2) (0) (2)
0 0 0 0 0 0 ,BK E FA K CK       (53) 

为势 mKdV 方程的种子对称, 这里 A B C E、、、 和 F

是任意常数, 那就得到了广义势 mKdV族: 

0 , ( 0, 1, 2, ).      n
t nu n    (54) 

显然, 通过选取合适的参数 A B C E、、、 和 F, 可

以从式(54)得到(I)~(V)中的任何一个方程族. 也就

是, 上面列出的(I)~(V)都是广义势 mKdV族式(54)

的特例.  

3 结论 

利用势 mKdV 方程的对称, 可构造可积模型

族. Liouville方程、sinh-Gordon(sine-Gordon)方程和

势mKdV方程都可以看成是广义可积族式(54)的特 

例. 取 0n  和适当的参数 A、B、C、E和 F, 可以

从广义可积族式(54)得到Liouville方程族(方程(40)

和(44))、sinh-Gordon(和/或 sine-Gordon)方程族(方

程(48)). 取 0n  和参数 E、F 为 0, 可从广义可积

族式(54)得到一般的势 mKdV(和/或 KdV)方程族. 

Liouville方程族(方程(40)和(44))和 sinh-Gordon(和/

或 sine-Gordon)方程族(方程(48))是广义可积族式

(54)的一半( 0n  部分), 而势 mKdV(和/或 KdV)方

程族是广义可积族式(54)的另一半( 0n  部分). 上

述方程族具有共同的对称和遗传强对称. 

容易看出, 构造可积模型方程族的关键在于

找到方程的强对称和逆强对称算子. 事实上, 寻找

强对称算子很困难, 而在此基础上再寻找它的逆

更困难, 因此国际上有些专家认为这是不可能找

到的[33]. 楼森岳教授将逆强对称算子因式化后, 成

功地得到了(1+1)维系统的逆强对称算子和大量的

新对称[21], 并由此开辟了非局域逆对称和可积负

梯队研究的新方向[34].  

在高维情况下, 可积系统递推算子不存在, 寻

找逆对称和负可积梯队一度是非常困难的问题. 

后来, 楼森岳、胡星标教授借助高维可积系统的

Lax 对[35]提出了达布变换的无穷小方法、无穷多

Lax 对方法、内部参数法等, 统一给出了高维和低

维可积系统非局域对称和可积负梯队研究的全新

方法, 为成功研究各种非线性模式相互作用打下

了坚实的理论基础. 

最新研究表明[36-38], 强对称和逆强对称算子

与可积系统的重要性质与 Lax对、Darboux变换和

Bäcklund变换以及Painlevé性质之间都有着重要联

系. Darboux 变换对应的对称代数是非局域对称代

数; Darboux变换和 Bäcklund变换、留数对称、逆

强对称算子所用的对称约束等完全对应于等价的

非局域对称; 在 Painlevé分析的标准截断展开中关

于奇性流形的留数正是利用非局域对称与Darboux

变换和 Bäcklund 变换群相关的对称代数所得到. 

利用非局域对称, 我们可以得到大量的新的传统

方法所无法得到的各种不同类型非线性波的相

互作用解 , 如椭圆周期波与孤立波的相互作用 , 

Painlevé 波和孤立波的相互作用, Airy 波、Bessel

波、任意 Boussinesq波等与孤立波的相互作用. 在

此基础上, 成功地建立了意义深刻的 CRE/CTE 可

积性理论和方法[39], 这些方法不但简单、易懂、易

操作, 而且得到了系统大量新的相互作用解. 

相信, 对称性在揭示非线性物理中一些深层

次的内在联系和可能的实际物理应用中还会起更

重要的作用. 
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Integrable models constructed from symmetries of potential mKdV equation 

CHEN Zitong, JIA Man* 
( School of Physical Science and Technology, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: Starting from the symmetries of the potential modified KdV(mKdV) equation, Liouville, sinh-Gordon 
and/or sine-Gordon hierarchies can be established other than the potential mKdV hierarchies and the KdV 
hierarchies. The Liouville, sinh-Gordon and/or sine-Gordon hierarchies can be considered as one half hierarchy 
of the generalized potential mKdV hierarchy while the usual potential mKdV hierarchy can be thought of as 
another half hierarchy of the generalized potential mKdV hierarchy. 
Key words: strong symmetry and inverse recursion operator; potential mKdV equation; potential mKdV 
hierarchies; KdV hierarchies; Liouville hierarchies; sinh-Gordon and/or sine-Gordon hierarchies; generalized 
potential mKdV hierarchy 
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