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Kadomtsev-Petviashvilli方程的直接相似约化 

李家恒, 李  彪* 
（宁波大学 数学与统计学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: Clarkson和 Kruskal发展的直接法(CK直接法)是求解非线性微分方程相似约化的一种强有

力的方法. 本文以 Kadomtsev-Petviashvilli(KP)方程为例, 运用 CK直接法把 KP方程简化为 3种

类型的(1+1)维偏微分方程, 这 3种偏微分方程等价于经典Lie方法得到的 3种具有不同独立变量

的相似约化方程. KP方程的解包含了更多经典Lie方法所遗漏的任意函数, 例如, CK直接法得到

的第 3类约化可以分为 3个子情形, 而经典 Lie法得到的 KP方程的第 3类解只是我们结果的一

个子情形的特例.  
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Kadomtsev-Petviashvilli方程(KPE)[1]为: 
26 6 0tx x xx xxxx yyu u uu u u      , (1) 

下标表示微分, 出现在许多物理领域, 特别是在流

体力学、等离子体物理、空气动力学等. KPE在数

学中也相当重要, 因为它是少数几个在(1+1)维以

上完全可积的方程之一. 此外, KPE允许一个无限

维的对称 Lie群. David等[2]利用对称代数的一维子

代数, 将 KPE 分别化为 2 个变量的偏微分方程

(PDE): Boussinesq 方程、一次微分 Korteweg-de 

Vries 方程(KdVE)和一个线性方程. 我们选择文献

[3]中令 2 1 / 3  的 KPE 形式, 而不是文献[2]中的

形式, 虽然文献[2]和文献[3]中方程是等价的.  

在文献[4]中, Clarkson 和 Kruskal 发展了一种

不基于Lie对称理论的直接求解非线性微分方程相

约化的直接法. 之后该方法被广泛应用并发展, 得

到了大批非线性微分方程的相似约化[5-19].  

本文以KP方程为例说明这一方法: 将KPE简

化为一些常微分方程(ODEs)[6]. 为了探索经典 Lie

方法和CK直接法之间的联系, 找出KPE的所有可

能的对称约化, 我们将用CK直接法把KPE约化为

(1+1)维的偏微分方程, 发现将 KPE还原为(1+1)维

偏微分方程的所有约化量. 所有的约化方程都可

以转化为经典 Lie方法的结果, 但具有更一般的独

立变量. 换言之, 用 CK 直接法得到的结果包含一

些经典 Lie方法所遗漏的任意函数.  

1 KPE的对称性约化 

本文的所有相似解如下:  
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 (2) 

式中: U、ξ和 η为所示变量的函数, 且w(ξ, η)满足 2

个变量的 PDE. ξ、η可以由方程(2)代入方程(1)所得. 

然而, 我们可以证明在特殊形式下寻求 KPE 的相

似度约化是足够的. 
( , , ) ( , , )u x y t x y t   

 ( , , ) ( , , ), ( , , ) ,x y t w x y t x y t    (3) 

而不是最一般形式方程(2).  

将方程(3)代入方程(1)得:  
2

0 1 26 ( )w w w ww        
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8 9 10 116 6 6   w ww ww w       

12 13 14w w w        

15 16 17 18 19    w w w w        

20 21 0w w    , (4) 

其中:  
4

0 x  , (5) 

4
1 x  , (6) 

2 2
2 x   , (7) 

2 2
3 x   , (8) 

2
4 x x    , (9) 

3
5 x x   , (10) 

3
6 x x   , (11) 

2 2
7 x x   , (12) 

2
8 x xx    , (13) 

2
9 4 x x xx      , (14) 

2
10 4 x x xx      , (15) 

3 2
11 4 6x x x xx      , (16) 

3 2
12 4 6x x x xx      , (17) 

2 2
13 12 12 6  x x xx x x x xx x         , (18) 

2 2
14 12 12 6x x xx x x x xx x           , (19) 

2
15 6 6tx x xx yy xxxx          , (20) 

16 612 xtx x xx        
,6 xx yy xxxx      (21) 

17 12 xt x x t tx x            

12 6 2   x x xx y y yy       

4 4xxx x x xxx     ,6xxx xx xx    (22) 

18 12 xt x x t tx x            

12 6 2   x x xx y y yy       

,4 4 6xxx x x xxx xxxx xx xx          (23) 

2
19 6 4t x x xxx x          

2 2 26 ,12 3  x xx x x x yx
       (24) 

2
20 6 4t x x xxx x          

2 2 26 3 ,12 xx xx yx xx x x
          (25) 

21 12t x t x x x           

4 12 12xxx x xx x x xx x          

.6 12 2xx xx xx xx y y        (26) 

方程(4)是一个 ( , )w   的 PDE在 2个变量中的

偏微分方程, 只是 ( , )w   的不同偏导数的系数之
比和 ( , )w   的幂是 和 的函数. 如果 0x  , 则

这些条件为:  

0 ( , ),ii     1,2,3, ,21,i    (27) 

其中: ( , ), 1,2, ,21i i    是 和 的一些任意函
数, 稍后可以确定. 在   、、、 和 w的确定中, 

存在一些不失一般性的自由度.  

注 1  如果 ( , , )x y t 有 ( , , ), ( , )x y t       

0 ( , , ) x y t 的形式, 那么我们可以取 0  (通过替

换 ( , ) ( , ))     w w . 

注 2  如果 ( , , )x y t 的形式为 0( , , )x y t   
( , )   ,  则取 0   常数(用 0( , ) /w w     

( , ))   .  

注 3  如果 0( ( , , ), )x y t   (或 0( , ( ,x     

, ))),y t 那么我们可以取 0  (或 0  ), 通过

0( ( , ), )w    或 0 0( , ( , )) ( , )w w     或 0( , )w   . 

注 4  如果 ( , , )x y t 或 ( , , )x y t 是由一个形如

0( ) ( , , )x y t   或 0( ) ( , , )x y t   的方程 , 其中

( )  或 ( )  是任何可逆函数, 那么我们可以取

( )    或 ( )    (通过 1( )  或    
1( ))  .  

需要指出的是, 每个自由度只需使用一次对

应的注就可以确定, 即注 1 和注 2 只能使用一次, 

注 3和注 4只能使用 2次(一次用于 , 另一次用于

 ), 如果更多地使用, 就会失去一般性.  

利用注 1~4确定   、、、和w的自由度, 并仔

细分析式(27), 我们得到了式(27)的 3 种可能的非

等价解(见附录的详细推导): 

(i) 

2 24 3 31
21 1

1
( )2

6 6 6
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1 22

1 1 1

6 6 2 2
     
 

    
 
t

t Z Z
 

2 ( , ),w    (28) 
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x    , (29a) 

3
1 y Z , (29b) 

2
0( , )d ( ),

y
y t y t      (29c) 

  2
1exp ( , ) ( , ) d    

y
y t Z y t y  

0

1
( )

2 ( , )

y
t

y t





  


 

  3
21 1 1( , ) ( , )Z ( , )  t t t ty y y  

  1 2
1exp ( , ) ( , ) d d ,   

 
y

y t Z y t y y  (30) 

并且 ( , )w   是由以下式子定义:  

6( )w ww w      

1 2 1(2 + ) +6 +Z Z w Z w   

2
1 1 1 2 2

3 1
(3 )

2 2
     
 
Z Z Z Z Z w    

2
1 1(6 2 )Z Z w   

24 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1
3 4

3 3
     
 
Z Z Z Z Z Z     

1 2 2 1 1 2

1 1 1

3 6 6
Z Z Z Z Z Z   

   


 

3 2
1 2 1 1 2 1 2

5 3
3 Z

2 2
Z Z Z Z Z Z    


2 2 2

1 2 1 2 1 2 2

1 3 3

4 4 4
Z Z Z Z Z Z Z     

2
2 2 2

1 1
,

12 12
Z Z Z   (31) 

其中: 1( )Z  和 2 ( )Z  是 的任意函数, 且 0( )t 以

及 0( )t 是 t的任意函数.  

(ii) 

 2 2
2 22

1
( 4 )

6
   t tu x y   


 

2
1 2 1 0 1( 4 ) ( )   t ty      

2 ( , ),w    (32) 

2
2 1 0   x yy     , (33) 

3( )d ,
t
t t      (34) 

4
2

1
( ),

2
  tF    (35) 

并且 ( , )w   方程为:  

( ) ( )6       F ww ww w  

21 1
0,

3 2
F F

   
 

 (36) 

其中: ( )F  是关于 的任意函数, 且 1 0  、 、 是

关于 t的任意函数.  

(iii) 
2

2 1( , ) ( , ) ( , ),u y t y t x w y tx     (37) 

且 2 ( , )y t 、 1( , )y t 和 ( , )w y t 满足:  
2

2 236 0yy   , (38) 

1 22 1 2 036yy t     , (39) 

2
2 1 112 6 0yy tw w      . (40) 

约化方程(31), 方程(36)和(40)可进一步约化. 

为简化这些约化方程, 不能直接对这些方程中出

现的任意函数进行某些约束, 因为使用了所有的

注(见附录)来固定所有的自由度, 除注 4 中的 之
外, 因它不能用来解决这些任意函数. 然而, 可以

通过因变量和自变量的一些变换来简化约化方程, 

这等价于这些注的不同用法. 为更清楚地了解这

一性质, 首先讨论 KPE的第 3种相似约化.  

对于 KPE的第 3种相似约化, 变换为:  

1 ( , ) w C B y t  

 1 22
1 1( , ) ( , ) 6 ( , )

y y t t
ty t y t y tB       

 2
1( , )d d ( , ) ,( , ),t tB y t y B y t qy Z y t t  (41a) 

2
2 0( , ) ( ) ( , )d ( ), 

y t tZ y t C t t Z ty yB  (41b) 

其中: ( , )B y t 由式(41c)决定:  

212 0. B B  (41c) 

将方程(40)简化为:  

0,zzq   (41d) 

其形式与经典 Lie 方法相同, 只是自变量不同, 用

Z 代替了 y; 此外, 在 KPE 的解中引入了更多的任

意函数, 如 1 2 0( ) ( ) ( )t C t C t Z t、 、 、 和另外2个, 它们将

出现在式41(c)的解中, 而这是不能用经典Lie方法

得到的. 为了完整起见, 把这种情况下的所有解都

写下来.  

(iiia)第 1种类型方程(38)~(40)的特解为:  

2 0 , (42) 
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1 1 0( ) ( )A t y A t   , (43) 

2 4
0 1

1
( , , ) ( , )

2
u x y t A y A x A y     

3 22
1 1 0 0 0

1
( 12 ) ( 6 )

6 t tA A A A Ay y     

( ) ( )K t y L t , (44) 

其中: 1 0 1( ) ( ) ( ) ( )A t A t K t L t、 、 、 都是关于 t 的任意函

数. 值得指出的是, 经典 Lie 方法得到的第 3 种约

化(文献[2]中式(4.11))只对应于 1 0A  时解方程 

(44)的一个特例.  

(iiib)方程(38)~(40)的第 2类特解为: 

  2

2 0

1
( )

6


   y ty , (45) 

   2 3

1 0 0 1 0( ) ( ) ( ) ( )
     B t y y t B t y y t  

  1

0 0

1
( )

6


t y ty y , (46) 

且 
2 1

1 20 0( , ) ( )( ) ( )( )w y t C t y C t yy y       

2 2 2 8
0 0 1 0

3 1
( ) ( )

2 9
B y y B y y     

3 4
0 1 0 1 0 0

1
3 ( ) ( )

2 tB B y y B y y y     

5
0 00 0

1 1 1
( ) ( )

2 18 12t ttB y y yy y    , (47) 

其中: 0 1 1 20( ) ( ) ( ) ( ) ( )t B t B t C t C ty 、 、 、 、 都是独立于 t

的任意函数.  

(iiic)方程(38)~(40)的通解可表示为: 

  2 306 ( ) ;0, ( )   y t g ty , (48) 

 2
1 2 0 1 2 11( ) ( ) ( , )d

y
B t B t t yy      

  22 2
2 2 22 1

,( , )d ( , ) d
y y

tt
t y t yy y    (49) 

且 w 方程是由线性方程(40)给出, 而 2 和 1 是由
方程(48)和(49)给出. 3 0 10( ) ( ) ( ) ( )t g t B t B ty 、 、 、 和另

外 2 个关于 w 的积分函数都是关于 t 的任意函数, 

且 2 3( ; , )g g 定义的维尔斯特拉斯椭圆函数为: 
2

3
2 3

d
4

d

     
 

g g . (50) 

( , )w y t 以及由方程(48)和(49)给出的 1 2 、 满

足 Lame方程(40). Lame方程解的细节可以参考文

献[16]. 

显然, 后 2 个子例(iiib)和(iiic)都是 KPE 的新 

解, 而经典的 Lie方法还没有得到它们.  

类似于KPE的第3种相似度约化, 如果我们进

行变换:  

22
1 1 2

1 1
( ) ( ) ( )

6 6
     w Z Z Z  

2 2
2 1 ( , )

1
( ) ( )

24
   q Z TZ , (51a) 

 1 1
exp ( )d

y t tZ     , (51b) 

1 2 1 1

1
( ) ( )d

2
z Z


        

 1

2exp 2 ( )d  


 Z , (51c) 

 1

11= d exp 2 ( )dT Z
 

     . (51d) 

然后将第 1 类约化方程(31)简化为通常的

Boussinesq方程: 
26 6 0

ZZZZ Z ZZqq q q q    , (52) 

其形式与经典 Lie方法得到的约化方程相同, 但自

变量 1 20, 0Z Z  不同.  

与第 3种约化方法一样, 2个任意函数 1( )Z  和

2 ( )Z  不能被其他由经典 Lie 方法引入的函数所吸

收. 为了完整起见, 也可以替代该方程的精确解方

程(52)(如平凡解 0q  和单孤子解). 从最终结果方

程(28)看, 当 ( 1,2)iZ i  为 0或者不为 0时结果有很

大的不同, 但我们不这样做.  

在第 2类约化中, 变换为:  

2
1

( )
( ) ( , )

6
 

   F
w q Z T , (53a) 

1=exp ( )d 


  F , (53b) 

1Z   , (53c) 

3
1= ( )d ,T


     (53d) 

将关于 w的方程(36)简化为一次微分的 KdV方程:  
( 6 ) 0   Zzzz zqq q q , (53e) 

除了 =0F 之外, 它的形式与经典的 Lie 方法相同,

但自变量不同. 正如前面讨论的其他 2 种情况, 约

束 =0F (在经典 Lie 方法中)将导致一般性的丧失, 

这里不再进一步讨论.  
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综上所述, 经典 Lie方法得到的KPE的 3种相

似约化都是直接法结果的特例. 虽然它们的约化

方程具有相同的形式, 但可以比经典 Lie 方法 

在 KPE的解中引入一些更任意的函数. 

在文献[5]中已经说明了所有可能的 KPE 的一

维(即 ODEs)降低. 为了完整起见, 这里列出了主

要结果.  

(1) 
2( , , ) ( , ) ( )u x y t y t w z   

 2

2

1
( ) ( )

6 t t y yx x    


   , (54a) 

( , , ) ( , ) ( , ),Z Z x y t y t x y t      (54b) 

5,yy A   (54c) 

4( )t yy A B       , (54d) 

且 w满足 ODE:  
2(4) 2

(4) 2

d dd
6 6

d dd
w w ww

Z ZZ
    
 

 

2d
( ) 2 ( ) ,

d
Az B w Aw Az B

Z
      (55) 

其中: A和 B是任意常数. 方程(54)和(55)的所有可

能的解已在文献[5]中给出.  

(2) 

 ( , , ) ( , , ) ( , ) ,( 0)    yu x y t x y t w Z y t Z , (56) 

22 ( ),t y y yy yxZ Z Z Z z        (57) 

12 6 6tx x x xx xx xxxx            

2 ( )yy y bZ z   , (58) 

2 26 6 ( ),x xx y cZ z      (59) 

26 6tx x xx xxxx         

2 ( )yy y dZ z   , (60) 

且 ( )w z 满足 ODE方程:  
2

2

d d
( ) ( )

d da b

w
w z z w

Z z
     

2( ) ( ) 0,b dz w z    (61) 

其中: a b c d   、 、 、 都是关于 z的函数. 

(3) 

( , , ) ( , , ) ( )u x y t x y t w t   , (62) 

12 6 6 xxxxtx x x xx x x            

( )yy x A t    , (63) 

26 6 ( )xx x Bx t      , (64) 

26 6tx x xx xxxx yy           

( )x C t  , (65) 

其中: A B C  、 、 是关于 t 的函数 , 且 ( )w t 满足

ODE方程: 

2d
( ) ( ) ( ) 0

d A B Cw t w t w t
t

      , (66) 

其中: 0,x   且当 0x  时, ( )w t 是关于 t的任意

函数. 方程(57)~(65)的所有可能解已在文献[18]中

给出.  

2 结论与讨论 

本文得到了将(2+1)维 KP 方程约化为 2 个变

量的 PDEs的所有可能的约化. KPE有 3种类型的

相似约化, 它们与经典的 Lie 方法所得的结果平

行. 在第 1 类约化中, 约化方程是一个变系数的

Boussinesq方程, 它等价于第 1类相似约化, 即经

典 Lie方法得到的具有不同自变量的Boussinesq方

程; 在 KPE 的解中包含了比原来更多的 2 个任意

函数, 仅当这 2 个任意函数消失时, 解与经典 Lie

方法的结果相同. 第 2种相似约化方程是变系数一

次微分 KdV 方程, 它可以通过因变量和自变量的

一些变换转化为常系数一次微分 KdV 方程; 通过

经典 Lie 方法得到的第 2 类简化问题的 KPE 解包

含了一个关于 t的任意函数. 第 3类相似约化方程

仅为二阶 PDE, 包含 3个子例. 经典 Lie方法得到

KPE的第 3类相似约化只是取第 1个子情形的一个

任意函数为 0的特例.  

综上所述, 在我们的结果中, 另外的任意函数

可以包含在经典 Lie方法所遗漏的相似约化中. 如

何通过经典 Lie方法[2]或非经典的对称约化法[18-19]

而不是 CK直接法来获取所有的相似约化, 尚需进

一步研究. 

假设式(3)中 w 与 无关, 或者使得式(4)和式

(5)~(26)中  可以直接得到式(54)~(65)的一维

相似度降低的 KPE. 这些结果也可以通过再次使

用 CK 直接法将这里得到的(1+1)维 PDEs 简化为

ODEs得到.  

本文介绍了 CK 直接法在 KP 方程中的应用, 
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这一方法还可应用于很多的非线性微分方程[6-10]. 

2000 年后, 这一方法又被进一步扩展到用于求解

一些非线性微分(微分-差分)方程的条件约化, 称

直接条件约化方法[11-19].  

附录: 3种约化类型的推导 

将方程(27)中取 2i  和注 2联立, 可以得到:  
2
x  , 2 =1 , (A1) 

将式(A1)代入式(27), 并取 2i  , 有:  

5 ( , )x x     , (A2) 

对式(A2)中 x积分得到:  

 5( , , ) ( , , ), ( , , ) d       
x

x x y t x y t x y t x  

 1 1
0 0 5 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )         y t y t y t  

 5( , , ) ( , , ), ( , , )[   
x
x y t x y t x y t     

 5( , , ) ( , , ), ( , , )       x x y t x y t x y t  

5 0( , , ) d ( , ) ( , )]x x y t x y t         , (A3) 

从注 3 中的可知, 如果 0( , ( , ))      可以取

0=  , 这意味着从式(A3)可以取: 

5 ( , ) 0    , 1
0 0= = ( , )y t   , (A4) 

由于取 9i  , 式(A1)和(27)将变成:  

  9

1
ln ( , )

9x xx
     , (A5) 

认为与 x无关, 对式(A5)的 x积分得:  

1

9

1
( , ) exp d( , )d

9

 
           

  
  

0( , ) ( , ) ( , , )y t x y t x y t    , (A6) 

从注 3关于 ξ可知, 我们可以得到:  

9

0

( , ) 0,

( , ) ( , ),



  

  

   y t x y t
 (A7) 

取 19i  , 将式(A1)、(A4)和(A7)代入式(27), 并用

注 1可得:  

 2
2

19

1
,( ) ( )

6
=0,

t t y yx x     




   
 (A8) 

根据式(A1)、(A4)、(A7)和(A8)的结论, 可得:  

1 3 4 6        

7 8 10      

11 12 13 14 0       , (A9) 

同理, 式(27)中剩余的方程为:  
26 6tx x xx yy xxxx           

6
16 ( , )    , (A10) 

2 26 2 4 ( )yxx y y yx         

5
17( ) ( , )yy yyx        , (A11) 

23 12 4 ( )t x y y yx           

5
17( ) ( , )yy yyx        , (A12) 

5
184 ( , )y y yy        , (A13) 

2 4
20 ( , )y      , (A14) 

4
212( ) ( , )t y y yx           , (A15) 

且除了注 4被限定外, 所有的自由度都已确定.  

为了解决式(A10)~(A15)的剩余方程, 有 2 种

可能性可以进一步讨论. 

(1)当 20 0  时, 式(A14)可以重写成:  

  1/2 2
20 ( ) ( , )

    t y t , (A16) 

对式(A16)中 y一次积分, 并用注4对 积分, 得到:  

20 =1 , (A17) 

2 ,y   或者 2
0( , )d ( )

y
y t y t     , (A18) 

其中: 0 ( )t 是关于 t的任意函数.  

将式(A18)代入式(A13)得到:  

3 3
18 1

1
( , ) ( )

6y Z        , (A19) 

即 18 1=6Z 是一个关于 的任意函数, 且与 ξ 无关. 

结合式(A8)和式(A19)的结果, 可得式(A11)的解为:  
2

16 16 1 1( , ) ( ) 6 2  Z Z      , (A20) 

因为函数 和 与 x 无关, 而且在线性形式上式

(A12)和(A15)的等式左边仅依赖于 x, 故 21 17 、 的

唯一可能形式为:  

21 3 2( , ) ( ) ( )Z Z       , (A21) 

17 4 3( , ) ( ) ( )Z Z       , (A22) 

很容易确定函数 ( )( 2,3,4,5)iZ i  , 且得到结果为:  
2

3 1 4 1 1

5 1 2 2

2 , =3 ,

3 1
,

2 2

Z Z Z Z Z

Z Z Z Z





 

 
 (A23) 

当 、 和 满足条件时, 2Z 仍保持其任意性. 
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 3
1 2

1
(2 )

2
     

y t Z Z , (A24) 

或者 

  2
1

exp ( , ) ( , ) d   
y

y t Z y t y    

1
0

1

d
( )+

2 ( , )







y

t
y t

  

  3
1 2 1( , ) ( , ) t y t Z y t    

  1 2 1 1
1

exp ( , ) ( , ) d
 


y
y t Z y t y  , (A25) 

其中: 0 ( )t 是关于 t的任意函数.  

类似地, 15 在式(A10)中只有一种可能:  
2

15 6 7 8( , ) ( ) ( ) ( )Z Z Z          , (A26) 

将式 (A8)、(A18)、(A19)、(A25)和 (A26)代入式

(A10), 并比较 x2、x、x0的系数, 有:  
2 8

2 2 636yy Z    , (A27) 

7
1 2 1 2 6 736 2 (2 ),yy t Z Z          (A28) 

2
0 2 0 1 112 6       yy t  

6 2
6 7 8( ),   Z Z Z  (A29) 

其中: 2 1 、 和 0 均由以下定义:  
2

2 1 0= ,x x      (A30) 

且 

4 2
2 1

1
,

6
   Z  (A31) 

3 3
1 1 1 2

1
( 2 ) ,

6 6t

t
Z Z Z

    


      (A32) 

和 

0 2

1

6 6
  t

 
 

2
2 2

1 2

1 1
,

2 2
   
 

t Z Z   


 (A33) 

经过一些简单而繁琐的计算后, 可得到式(A27)~ 

(A29)的解: 

4 2 2
6 1 1 1 1 1 1

1 1
3 4 ,

3 3
      Z Z Z Z Z Z Z  (A34) 

2
7 1 2 1 2 1 1 2

1 1 1
= 4

3 6 6
       Z Z Z Z Z Z Z Z  

3 2
1 2 1 1 2 1 2

5 3
3 ,

2 2
  Z Z Z Z Z Z Z  (A35) 

2 2 2
8 1 2 1 2 1 2 2

1 3 3

4 4 4
     Z Z Z Z Z Z Z Z

 
2
2 2 2

1 1
.

12 12
 Z Z Z  (A36) 

现在收集了已经获得的所有结果, 在第 2节中

给出的第 1类型的相似约化马上会出现. 从这类解

的推导可以看出, 并没有为了 而用到注 4; 然而, 

这个注 4并不能修正任何函数 1Z 和 2Z .  

(2)在 20 ( , ) 0    情况下, 式(A14)和(A13)会

导致:  

y 0  , 18 =0 , (A37) 

且 

( ),t   或者 ( )t f  , (A38) 

令 f为 ( )t 的反函数. 由式(A38)和(A15)可得:  

0 y , (A39) 

3

21

d
d ,

( )
 

 
 

t  (A40) 

结合式(A40)的积分和注 4对积分得到:  

3= ( )d ,  
t

t t 21 1   , (A41) 

式(A39)和(A8)的结果可变为: 

 2
2

1
,( )

6 t tx y    


    (A42) 

将式(A39)和(A42)代入式(A11)和(A12)可得:  

16 0,   (A43) 

2
2 0= ( ) ( ) ( ),    tt y t y t  (A44) 

和 

  
17

4
2

( ) ( ),

1
( ) ( ) ,

2



 

  

   t

F

t F t
 (A45) 

且 0 ( )t 和 1( )t 是 t的任意函数, 其中式(A10)得到

的结果为: 

2
15

1 1
.

3 2
   
 

 F F  (A46) 

总结这种情况下的结果, 可以得到KPE的第 2

类相似性约化, 如式(32)~(36). 在本例中, 我们还

为用了注 1~3和式(4). 剩下的注 4中的 不能用
来修正关于的任意函数 ( )F  . 

(3)为了得到第 3 种类型的约化, 必须讨论

0x  的情况 . 在这种情况下 , 同时可以假设
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0x  , 否则,  和的交换又会导致第 1类和第 2

类的约化. 此外, 假设 0 y (或 0y  ), 否则 w将

仅是一个关于 t 的函数, 这种情况已经在式(62)~ 

(65)中给出.  

在条件 0x  和 0x 下 , 约化式 (4)在式

(5)~(26)中得:  
2 2 2        yy y yy yw w w  

( 2 )x t y y w          

( 2 )x t y y yy w         

( 12 6      tx x x xx  

2 26 6( )      xx yy xxx w  

2( 6 6 ) 0,         xtx xx yy xxxx  (A47) 

当 0 y 时, 式(A47)成为一个 PDE, 可以写为:  
2 2 ( , ),     Ay y  (A48) 

( , ),y y B      (A49) 

2 2 ( , ),xx Cx y        (A50) 

22 ( , ),x t y y yy Dy             (A51) 

22 ( , ),x t y y yy Ey             (A52) 

12 6 6tx x x xx xx           

2 ( , ),yy xxxx Fy        (A53) 

26 6         tx x xx yy xxxx  

2 ( , ).Gy     (A54) 

在这种情况下, 首先考虑注 3 的 0x  和 =  

( , ) y t , 我们能得到 y的特解:  

( , ), y y t  (A55) 

因此  

 ( , ) ( , ),  y t y t t     

1 1 0( , ) ( , ).t      (A56) 

根据注 3中有:  

0 ,   t  (A57) 

且 

0( , ) ( , ),y t       (A58) 

利用注 3中 得到:  

, y  (A59) 

将式(A57)和(A59)代入式(A52)中, 并对 y进行一次

积分得:  

 0 ( , )exp ( , ) ,    Ey t y t x  (A60) 

联立式(A60)和(A50)可得: 

 22
02 ( , ) ( , )exp 2 ( , )  E Ey t y t y t x  

 0 ( , )exp ( , ) ( , ),  E Cy t y t x y t  (A61) 

方程(A61)只对任意 x成立, 有:  

( , ) ( , ) 0,E Cy t y t    (A62) 

现在对式(A60)使用注 2加上 0E  , 可得: 

0 ( , ) 1.   y t  (A63) 

总结在本例中得到的结果, 并且将它们代入

式(A48)~(A54)的剩余方程中, 在使用一次注 1 后

立即对式(37)~(40)所示的 KPE 进行第 3 类相似约

化.  
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Similarity reductions of the KP equation using a direct method 

LI Jiaheng, LI Biao* 

( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: The direct method developed by Clarkson and Kruskal is a very efficient method to solve the 
similarity reduction of nonlinear differential equations. In this paper the Kadomtsev-Petviashvilli (KP) equation 
is taken as an example to simplify KP equation into three types of (1+1) dimensional partial differential 
equations using CK direct method. These three partial differential equations are equivalent to the three similar 
reduction equations with different independent variables obtained through the classical Lie method. The solution 
to the KP equation contains more arbitrary functions which the classical Lie method lacks. For example, the third 
type of reduction obtained using the direct method can be divided into three subcases, while the third type of 
solution to the KP equation obtained using the classical Lie method serves as a special case of a subcase of the 
result derived in this work. 
Key words: similarity reduction; KP equation; CK direct method; (1+1)-dimensional partial differential equation; 
Lie method 
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