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通过 Painlevé 分析从低维模型中寻找高维可积模型 

王晓波, 贾  曼, 楼森岳* 
（宁波大学 物理科学与技术学院,  浙江 宁波 315211） 

摘要: 将 Painlevé 方法推广到更一般的形式, 可以从给定的低维可积模型中得到无穷多个新的可

积模型. 新的可积模型与原模型相比都是较高维的, 它们保持保角不变性和 Painlevé 性质. 本文

主要以 KdV、NLS 和 KP 方程为例, 运用 WTC 法、截断展开、领头项分析等方法, 给出了(3+1)
维可积模型的具体形式. 
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现代孤子理论在物理领域应用广泛, 例如场

论[1]、凝聚态物理[2]、流体力学[3]、等离子体物理[4]、

光学[5]、粒子与核物理[6]、宇宙学[7]、地球物理学[8]、

行星和空间科学[9], 还有其他学科技术领域, 比如

通讯[10]、化学[11]等. 真实的物理空间是(3+1)维的, 
然而几乎所有的可积模型只有(1+1)和(2+1)维的. 
许多物理学家和数学家一直在努力寻找一些特殊

的(3+1)维可积模型[12-13], 但是没有什么进展. 除
了(2+2)维自对偶 Yang-Mills 方程[12]外, 没有人知

道真正意义的 ( 1)n  维可积模型 ( 3)n≥ .  
经典和非经典Lie方法[14-16]可以将非线性偏微

分方程(PDE)约化为一些常微分方程(ODE), 这种

方法是求解非线性 PDE 最有效的方法之一. 从对

(1+1)和(2+1)维可积模型的研究中了解到, 常见的

(1+1)和(2+1)维可积模型都可以做 ODE 的约化, 如
Riccati 方程和 Painlevé I-VI 方程[17], 它们都是常

见的可积(1+1)和(2+1)维 PDE. 事实表明, 一切可

积模型都可以看作是一些具有 Painlevé 性质的

ODE 的变形, 这些变形都是不同的. 例如一些(1+1)
和(2+1)维可积 sine-Gordon方程和Mikhailov-Dodd- 
Bullough 方程就可看作是个简单的 Riccati 方程[18]

变形. 所以相信高维模型可以从低维模型中获得. 
从低维模型中获得高维模型的方法有很多, 例如

楼可积性[19-26]从低维可积系统的高维形变[27-30]和

Kac-Moody-Virasoro 可积系统[31-37]. 
本文尝试提出一种可能的办法, 通过 Weiss、

Tabor 和 Carnevale (WTC)[38]提出的拓展形式的

Painlevé 分析, 从低维模型中得到高维可积模型. 
Painlevé 分析通常用来研究奇异性、Bäcklund 变换

(BT)、对称性、双线性化和可积性以及某些类型的

精确 Painlevé 解[38-40], 然而还没有人使用 Painlevé
分析来得到新的可积模型.  

1 总体思想和假设 

对于给定的 n维 n阶 PDE: 

1 21 2( , , , , , , , , , ) 0
i i j i i iNn x x x x x xF x x x t u u u u   , (1) 

如果该模型的解关于任意奇异流形 1 2( , ,...,x x   
, ) 0nx t  所有的可动奇点是极点, 那么该模型具有

Painlevé性质(P性质). 换而言之, 通过把(1)的解在

奇异流附近展开, 就可以得到 
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j
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 , (2) 

式中: ju 为个数大于 1N  的任意函数; α为负整数. 
将式(2)代入(1), 所有的展开系数 ju 可以写成  

1 2 1 2 1
( , , ,..., , ,..., )

i i i Nj j i x x x j j ju f x u u u 


 , 

1 1, , Nj j j   , (3) 
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式中, 
1 1
, ,

Nj ju u


 为任意函数, 取 
0, ( )ju j    ,  (4) 

可以得到方程(1)的 BT, 也就是说, 如果 u  是方

程(1)的一个解, 那么式(2)与(4)给出的截断展开后

的 u也是方程(1)的一个解. 而且, 如果 0u  是方

程(1)的一个解, 那么孤子解就可以从 BT 和u    
0中得到. 通常使用截断展开来讨论Bäcklund变换

或者精确解时, 不会去讨论方程 0,( )ju j  ≥ 的

任何性质, 也就是说  

1 2 1
( , , ,..., 0,

i i ij j i x x x jf f x u    

2 1
0, , 0) 0,

Nj ju u j 


    ≥ .  (5) 

因为当使用截断展开法研究方程(1)的可积性时, 
方程(5)对于不同的 j必须是一致的, 所以认为方

程(5)和 ( )ju j ≥ 的一些组合可能是可积的. 
由方程(5)得到的可积模型具有与原模型(1)相

同的维数. 为了从方程(1)得到一些高维可积模型, 
首先, 在高维中嵌入低维可积模型(1), 换句话说, 
考虑u不仅取决于显性自变量 1{ , , , }nx x t , 还与一

些隐性自变量 1{ , , }n n mx x  有关; 其次, Painlevé
展开式(2)应该扩展为另一种求和形式, 使得隐性

自变量 1{ , , }n n mx x  在新的展开系数中明确地表

示出来, 同样数量的任意函数仍然包含在新的展

开形式中. 第一步非常简单, 因为无穷多个积分常

数(内部参数)可以包含在任意给定的 PDE 的解中, 
可以把这些参数作为新的自变量. 由于奇异流形 ϕ
是任意的, 第二步可以实现. 例如, 取  
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为新的展开变量. 也就是说, 得到(2)的展开式为 
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式中, 任意的 和
1 2 1
, , ,

Nj j ju u u


   以及相同整数 1,j  

2 1, , Nj j  和 与式(2)中相应量的地位是相同的. 
从式(6)中可以很容易证明下列恒等式:  

1 1 1

21 ( )
2i n n nx i ix i ix xP P PS P  

  
    , 

0,1,2, , ,i n  　0x t ,  (8) 

式中, 
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在 Möbious 变换下, 

,a b ad bc
c d







 
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  (10) 

都是不变的. 易看出式(7)中 ju的展开系数都是保

角不变的, 因为它们都是 iP、S 和
1 2 1

{ , , , }
Nj j ju u u


  
的函数. 尽管原方程(1)不是明显地依赖于 1nx  , 但
是在这个方程的展开系数 ju的表达式中已经包含

新的独立变量 1nx  . 另一方面, 保角不变性在可积

理论中是很重要的. 例如, 从 Korteweg-de Vries 
(KdV)和非线性 Schrödinger (NLS)方程的保角不变

性出发, 可以得到无穷多个对称、Darboux 变换、

sine-Gordon 展开等[41]. 从一个很普通的保角不变

形式出发, 可以用 P 性质[42]得到多个可积模型. 现
在可以合理地假设, 如果方程(1)是可积的, 那么

对 0ju  , j ≥ , 消去式(7) Painlevé 展开的系数

得到的方程是可积的.  
虽然尚未证实这一假设或者说假设并不完全

正确, 但是仍然可以从给定的假设中对一些低维

可积模型和 j比较小的时候的检查中获得各种高维

可积模型. 有趣的是, 如果给定的方程(1)是(2+1)
维的, 那么获得的假设可积模型就是(3+1)维的. 
此外, 无论给定模型的维数是多少, 该假设都可以

多次用于得到任意维数的可积模型. 更具体地说, 
可以从KdV、非线性NLS和Kadomtsev-Petviashvili 
(KP)方程中得到一些(3+1)维模型.  

2 从 NLS 和 KdV 方程中得到(3+1)维模型 

NLS 方程 0 1 2( , , )x t x x x y   是被众多物理

学家和数学家研究的重要的可积物理模型之一: 
2

2

i 4 0,

i 4 0.
t xx

t xx

u u u v

v v v u

  

   
  (11) 

因为是非线性薛定谔方程组, 所以采用耦合的方

法来计算. 为了方便研究耦合的非线性薛定谔方

程组, 用 iu P Q  和 iv N M  定义的 4 个实函

数 P、Q、N 和 M 重新计算, 因此可以得到以下 4
个方程: 

2 24 8 4 0t xxM N N P NMQ M P     ,  (12) 
2 24 8 4 0t xxQ P P N PQM Q N      ,  (13) 
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2 24 8 4 0t xxN M N Q PNM M Q      , (14) 
2 24 8 4 0t xxP Q P M PQN Q M     . (15) 

为了从 NLS 方程中获得一些重要的(2+1)维模型, 
使用以下新的展开重新研究了模型的 P 性质: 
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并且考虑到 P、Q、M、N 不仅是{ , }x t 的函数, 还
是 y的函数. 通常情况下[38], 通过对领头项的分析, 

0p、 0q、 0n和m中的两个是任意的, 没有任何参

数约束. 为了运算简单, 可取 1 1
0 0,

2 2
P Pm n   , 得 

1 1
0 0

1 1
0 0

1, , ,
2 2

, .
2 2

P Pm n

P Pp q

     

   
  (16) 

将式(7)、(8)和(16)代入方程组(12)~(15)中可以得到

ju系数的递推关系式 
2 2 2 2( 1) ( 4) ( 3) jj j j j u     

0 1( , , , , , , )
xij i i j jf S P P u u f     ,  (17) 

式中, jf 是 0 1, , ju u   保角不变 iP、S和它们的微分

项的复杂函数. 经计算, jp、 jq、 jm和 jn前两项

可以写成  
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  (18) 

和 
4 3 2 2

2 1 1 1 1 13
1

1 ( 2 2
24 yy ym SP P P P P
P

        

2 2
1 1 1 0 1 1 1 0 1 12 6 6 2x y y y xyP PP P PP P P P P     
2 2

1 1 0 0 1 1 1 13 6 6 2 )x x t xxP P P P P P P P    , (19) 

4 3 2 2
2 1 1 1 1 13
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P
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2 2
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2 2

1 1 0 0 1 1 1 13 6 6 2 )x x t xxP P P P P P P P    , (20) 
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24 yy yp SP P P P P
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1 1 0 0 1 1 1 13 6 6 2 )x x t xxP P P P P P P P    , (21) 
4 3 2 2

2 1 1 1 1 13
1

1 ( 2 2
24 yy yq SP P P P P
P

       

2 2
1 1 1 0 1 1 1 0 1 12 6 6 2x y y y xyP PP P PP P P P P     
2 2

1 1 0 0 1 1 1 13 6 6 2 )x x t xxP P P P P P P P    , (22) 

上式是由关系式(9)借助软件 Maple、Mathematic 得
出的. 很容易证明式(17) 0,3,4j  的 3 个共振条件

都是满足的. NLS 方程的 P 性质是在新配置下重新

获得的. 上式计算结果是一样的, 可以只讨论一种. 
因为直接用式(19)去运算, 运算结果不显含 y, 这
里采用式(18)和(19)的组合形式. 

现在利用这一假设, 可能得到一系列的可积

模型, 
0, 1,2,5,6,jf j    , (23) 

由于在 0,3,4j  的共振条件都满足, 这些项会消

失, 所以很难证明整体的可积性. 只能验证式(23)
在 j比较小的时候的可积性. 当 5j  时, 将式(9)代
入式(23), 可以发现 5 0u  时的可积性是显然的. 
因为原始的(1+1)维 NLS 方程的 Schwarz 形式也是

这样的. 尽管可以验证式(23) 6j  时的 P 性质, 但
将式(9)代入式(23) ( 6)j  是很复杂的, 很难把它表

示出来. 所以只讨论 2j  的情况. 
将 2j  和式(9)代入式(23)中, 得到一个非平

凡的(2+1)维模型  
4 2 2 2 2 36 6 6 6x yy t x y x y xx x y xt                

3 3 2 32 6x y xxx y t y t xx           
3 23 0y xx   .  (24) 

为了证明式(24)的可积性, 先将式(24)变换成

一个变量形式, 然后在新配置中证明它的 P 性质. 
式(24)为五线性形式, 证明多线性方程的 P 性质要

比证明非线性形式的 P性质更困难. 通过指数变换 
e f  , 

可以得到式(24)的非齐次形式: 
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4 3 4 2 2 2 26 6 6x y x yy t x y x y xxf f f f f f f f f f      
3 3 3 2 36 2 6x y xt x y xxx y t y t xxf f f f f f f f f f f     

3 23 0y xxf f  .  (25) 

将式(25)通过对领头项的分析, 发现 Painlevé
展开中没有代数极点(式(2)中的 α=0), 让 Painlevé
展开式中包含代数极点, 考虑最简单的变换  

{ , , }x y tf U f V f G   ,  (26) 
将式(26)代入式(25), 可以得到式(24)的等价方程

组: 
4 3 4 2 2 2 26 6 6y xU V U V GU V U V U      

3 3 3 2 36 2 6x xx xUV G UV U V G V GU     
3 23 0xV U  ,  (27) 
,t y t xV G U G  ,  (28) 

方程(28)是式(26)转换的一致条件. 证明系统(27)
和(28)的 P 性质, 通常使用传统的 WTC 法[38]或者

之前提出的形式展开. 使用 WTC 法可以得到一些

在(2+1)维和(3+1)维都可积的模型. 所以再次使用

展开法, 展开 U, V和 G. 
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 (29) 

式中 ,  是由式(6) 2n  给出的 , 0x t , 1x x , 

2x y , 3x z , 1 2 3 1        . 

0 1 0 2 0 0, ,U P V P G P      ,  (30) 
可以通过对领头项分析和 2n  的关系式(8)来确

定.  
式(29)取 1i    , 将式(30)和(8)代入式(27)和

(28), 可以看到在 1,1,1,1j   处所有需要的 4 个共

振都被确定下来了. 1j  时的共振与 ξ的取值是相

关的. 1j  的共振条件可以写为 
2 2 2 2 3

0 0 1 0 1 1 0 0 14 4 3V U U V U P V U V     
2 3 2

0 0 1 1 0 2 0 0 13 6 2 xV U V P U P V U P    
2 2

1 0 0 0 0 12 6 0xPV U V U P  ,  (31) 

0 0 0 1 0 0 0z z t xU P G P U G    ,  (32) 

0 0 0 2 0 0 0z z y tV P G P G V    .  (33) 

由式(30)和 2n  的式(9)很容易看出式(31)~(33)的

共振条件是满足的. 也就是说, 4 个任意系数 ξ、1V 、

1U 和 1G 已经包括在式(29)的展开式中. 因为式(27)
是二阶PDE而式(28)中的两个方程是一阶PDE, 则
要求在 Painlevé 展开式(29)中系数只需要 4 个. 因
此方程系统(27)和(28)具有 P性质, 而式(23)是一个

(2+1)维可积模型, 这就意味着它具有保角不变性, 
而且拥有 P 性质的形式.  

将该假设进一步应用于系统(27)和(28)中, 得
到具有 P 性质的(3+1)维模型. 取 2 2 2 0U V G   ,  
可以得到 

3 2 3 2 2 3 3
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 02 2 6xz z xx xV U P V U P U V U U V G     

4 3 2 2 3 3
0 0 2 0 0 0 1 0 0 0 06 6 6z z xV U P V G V P U U V G     

2 2 2 2 3 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 16 6xU V U U V G V U SP    
3 2 4 3

0 0 0 0 0 1 0 03 6 2x y z xV U U V V P U U    
3 2

1 0 0 1 0zzPV U P  .  (34) 

将式(8)和(9)代入式(34)可得 
4 4 2 2 4 4 2 212 12 +12z yy x x y t z z x y xx              

4 3 4 3 3 2 412 +4 2 +z x y xt z x y xxx y t z            
4 3 4 3 2 2 3 312 6 6 +z y t xx z y xx z xzz x y             

3 3 2 4 312 3 =0z xz zz x y zz x y        .  (35) 

很明显式(35)是一个(3+1)维的可积模型, 其 P
性质可以用相同的方法证明, 这里省略了推导过

程的细节以及 P 性质的证明.  
接下来讨论 KdV 的情况, KdV 方程 0( ,x t  

1 2, )x x x y   
6 0t x xxxu uu u     (36) 

在物理领域应用十分广泛. 以相同的思想来研究

KdV 方程, 首先使用一个新的式(7)的展开重新研

究模型的 P 性质, 通过对领头项的分析[38]可以得

到 
2

0 12, 2u P     .  (37) 
将式(7)、(8)和(37)代入式(36)中, 可以得到 ju

系数的递推关系式: 
( 1)( 4)( 6) jj j j u     

0 1( , , , , , , )
xij i i j jf S P P u u f     .  (38) 

通过计算可以得到 2u的关系式 
4 3 2 2 2

2 1 1 1 1 1 1 12
1

1 (4 4 4
6 yy y xyu P S P P P P P P
P

        

2
1 1 1 1 1 1 0 12 4 3 )y x xx xPP P PP PP P   ,  (39) 
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将式(39)的结果运用到式(5)的假设上, 再通过指数

变换可以得到 
4 4 4 2 4 2 22 4 3 6x y xxx x y xx y xx x yy yf f f f f f f f f f f      

4 2 43 0x yy x y tf f f f f  .  (40) 

考虑最简单的变换 

{ , , }x y tf U f V f G   ,  (41) 
将式(41)代入式(40), 可以得到方程组: 

4 4 4 4 2 2 22 4 3 6xx y x yU V U UV U V U U V V      
4 2 43 0xUV G U V  ,  (42) 

, ,t x t yU G V G    (43) 

再次使用展开法, 展开 U、V 和 G, 通过领头项分

析可以得到 
0 1 0 2 0 0, , ,U P V P G P        (44) 

容易计算出共振点在 1,1,1,1j   处, 1j   时的共

振与 的取值是有关的. 1j  的共振条件可以写

为 
2 2 2 2

1 0 0 1 1 1 0 1 2 0 110 4 6P U V V P U V PPU V    
2 2

1 2 0 1 0 1 1 0 0 1 2 0 06 3 3z zPPU U V PP U V PP U V    
2 2 2 3

2 0 1 2 1 0 0 2 2 06 3 3z zP U U P P U V P P U    
3 2 2 2
0 0 1 0 0 1 1 0 04 4 2 0xU V V U V U P U V   ,  (45) 

0 1 0 0 0z zG P U P   ,  (46) 

0 0 0 0zz zG P P V   .  (47) 

易证实式(45)~(47)的共振条件是满足的. 经分析,
方程系统(42)和(43)具有 P 性质, 而式(40)是一个

(3+1)维可积模型, 这就意味着它具有保角不变性, 
而且拥有 P 性质.  

将该假设进一步应用于系统(42)和(43)中, 得
具有 P 性质的(3+1)维模型. 取 1 1 1 0U V G   , 可
以得到 

3 2 3 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 22 3 2 6z zz z zP P S P P P P P P P P P     

2 2 2 2
1 2 1 1 2 1 2 04 0z xzPP P PP P P P   .  (48) 

将式(8)和(9)代入式(48)可得 
2 4 3 2 2 24 4y t z z x y xxz z zz x y xx                

2 2 2 2 2 23 6 6z xz z xz x y yz z xzz x y              
2 3 2 23 16z x yz z zz xz x y          
2 3 23 0zz x y    .  (49) 

很容易证明式(49)是一个(3+1)维的可积模型, 
其 P性质可以用相同的方法被证明. 使用经典和非

经典的 Lie 方法, 可以从式(49)中约化出一些(2+1)

维可积模型.  
采用同样的方法, 可以从其他低维系统中得

到许多高维可积系统, 例如, 从 KP 方程中求得的

Painlevé 可积模型[20] 
4 3 4 2 2 4 4 2

4 4 4 4 4 48 4 3z x x xx xx z x x xx x x z x xx                
4 4 2 2 2 4 4 4
4 4 4 43 6x x zz z x x xx zz z t x x               

4 4 4 2 2
4 4 4 4 4 42 4x z x x x x z x xx x          

2 2 4 4 4 4 2
4 4 43 0y z x x z x x        .  (50) 

3 总结与讨论 

本文将低维可积模型嵌入高维中, 并将标准

WTC Painlevé 展开扩展到更一般的形式, 使新的

展开系数是保角不变的, 提出了从已知的低维中

得到更高维模型的假设, 从 KP、NLS 和 KdV 方程

出发, 明确给出了具有 P 性质和保角不变性的(3+1)
维模型. 虽然这一假设是建立在原模型可积这一

事实基础上, 得到的方程是通过消去具有保角不

变性的一致的 Painlevé 展开系数而得到的, 但是仍

然需要一个一个地验证所得模型的可积性, 因为

尚未严格证明假设. 即使如此, 仍然从这一假设中

得到了许多高维的 Painlevé 可积模型, 并且还没有

发现反例.  
采用经典和非经典 Lie 方法或直接法[14-16], 将

高维模型简化为一些低维模型. 现在知道也可以

从低维模型中得到高维模型.  
由于实际物理空间是 (3+1)维的 , 且不知道

(3+1)维孤子解, 因此本文得到的 Painlevé 可积模

型需要进一步研究.   
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In search of higher dimensional integrable models from lower ones 
via Painlevé analysis 

WANG Xiaobo, JIA Man, LOU Senyue* 
( School of Physical Science and Technology,  Ningbo University,  Ningbo 315211, China ) 

Abstract: Extending the Painlevé approach to a more general form, one can obtain infinitely many new 
integrable models in the context that they possess conformal invariance and the Painlevé property in any space 
dimensions from a given lower dimensional integrable model. This paper mainly focuses on taking the 
Korteweg-de Vries, nonlinear Schrödinger and Kadomtsev-Petviashvili equations as simple examples, some 
explicit (3+1)-dimensional integrable models are given using the methods proposed by Weiss, Tabor, and 
Carnevale, as well as through truncation expansion and the leading order analysis. 
Key words: Painlevé analysis; higher dimensional integrable models; lower dimensional integrable models 
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