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移动力作用下考虑自由振动与阻尼影响的
简支梁桥动力响应理论解 

占陈文, 丁  勇*, 孔树清, 黄剑源 
（宁波大学 建筑工程与环境学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 对于移动力作用下简支梁的振动, 推导了考虑阻尼和自由振动影响的动力学方程用以研
究简支梁桥在车辆荷载作用下的动态挠度响应, 并通过动力学有限元方法验证了该理论解的可
靠性. 利用该理论解探讨了影响车辆荷载冲击系数的主要因素, 包括车辆的速度、桥梁的自振频
率、结构材料类型和阻尼等, 所得结论可为桥梁结构的减振降噪提供参考.  
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移动的车辆荷载是桥梁日常承受的主要荷载, 
在这种荷载作用下, 结构将产生明显振动, 为确保
桥梁结构的安全性, 设计中必须考虑车辆荷载的
动力效应.  
对桥梁动力响应的研究主要分为理论和数值

方法两大类. 在理论方法方面, 往往建立车辆作用
下桥梁的动力学平衡方程直接求解结构动力响应. 
Biggs[1]和 Fryba[2]分别在 1964年和 1972年在同时
考虑移动车辆荷载和桥梁质量的基础上, 通过频
域变换方法求解桥梁振动响应, 得出了桥梁竖向
振动的微分方程, 其理论计算和实测结果相当一
致, 该方法己经具有现代车桥振动分析方法的雏
形, 但是频域的分析较为复杂. 1987 年, 曹雪琴[3]

对简支梁振动的位移公式进行了推导, 但是没有
考虑自由振动的影响; 2000 年, 韩景泉等人[4]虽然

考虑了自由振动的影响, 但是尚缺少移动力离开
桥后的振动位移公式, 也未涉及桥梁阻尼、自振频
率等参数的分析. 而数值方法方面一般基于动力
平衡方程, 并利用有限元方法求解移动车辆作用
下桥梁的瞬态振动. 2006 年, 刘伯权等人[5]利用有

限元方法模拟了简支 T 型桥梁在车辆通过时的动
力响应; 2008 年, 桂水荣等人[6]建立车－桥耦合振

动模型, 计算了车辆在横桥向两种不同位置行驶
时桥梁的冲击系数. 虽然当前的数值方法在建模
和方程求解方面具有优势, 但是理论解法仍然具
有概念清晰、结论完备的特点, 并可用于验证(或部
分验证)数值方法的可靠性.  
基于上述考虑, 笔者对移动荷载通过简支桥

梁时的动力响应问题, 从时域分析的角度, 推导了
考虑自由振动和阻尼影响的理论解; 并利用该完
备解, 从降低车辆荷载冲击系数的角度, 对桥梁振
动的各个影响因素进行了分析, 为桥梁的设计和
维护提供参考.  

1 振动方程与理论解 

1.1  移动荷载作用下梁的振动方程及求解 
图 1为移动力 P作用下的简支梁模型. 梁抗弯

刚度为 EI (常数), 单位长度质量为m (常数), 阻尼 

 
图 1  移动力 P作用下的简支梁模型 
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为 c , 使集中力以速度 v在梁上移动. 假定梁的运
动为平面弯曲, 且符合弯曲变形的平截面假定, 由
此得到有阻尼体系简支梁的振动微分方程: 
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上式中, δ 为 Dirac 函数[7]. 可利用振型叠加法求
解上述方程, 集中荷载作用下梁的振型力可按下
式进行计算: 
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对于等截面简支梁, 振型函数可假定为三角
函数, ( ) sin π /n x n x Lϕ = , 振型力方程为:  

0
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1,2, ,n = ∞ . 
移动力作用下简支梁动力平衡方程为:  
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式中, nζ 为第 n 阶振型阻尼比; nM 为第 n 阶振型
质量, nw 为第 n 阶振型的自振频率, π /vnw n v L=
表示移动力第 n阶振型的加载圆频率. 方程的齐次
通解为: 

( ) ( cos sin )n nw t
n D Dq t e A w t B w tς−= + , 

式中, 21D nw w ζ= − . 而该方程的特解(即方程的
稳态解)可设为如下形式:  

( ) sin cosn vn vnq t C w t D w t= + , 
可得方程的稳态反应解:  
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考虑阻尼和自由振动后的公式应为方程的齐

次通解和特解之和, 即 : 
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将求解系数 A和 B代入上式, 可得:  
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上式即为考虑自由振动的简支梁在移动力作

用下的振动位移公式. 可验证该理论解与 Fryba根
据积分变换得到的公式是一致的, 但是本文在时
域的推导过程中要简洁得多, 并且计入了以往时
域推导时忽略的阻尼和自由振动项.  

当 0nζ = 时, 方程退化为不计阻尼的形式[8]:  
0
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当方程的通解项为零时, 则退化为不计自由
项的形式[9]:  
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1.2  桥梁振动理论解的验证 
利用有限单元法验证上述理论解, 桥梁采用

板壳单元, 全梁共603个节点、400个单元(图2). 模
型参数为: 梁截面尺寸 0.8 m 0.3 m,×  梁长 10L =  
m, 弹性模量 200E = GPa, 集中力 100P = kN, 移
动力速度 72v = km·h-1.  

 
图 2  有限元模型 

计算采用有限元软件 Marc, 移动荷载的加载
是通过用户子程序来实现. 有限元计算得到的简
支梁跨中挠度与理论解进行比较, 以验证本文方
法正确性.  

图 3即为简支梁跨中的挠度图, 其中理论解和
有限元模拟得到的数值解基本重合, 并围绕静挠
度上下波动.  

2 桥梁动力响应的影响因素分析 

车辆-桥梁系统振动受很多因素的影响, 包括  
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图 3  理论解与数值解比较 

桥梁的自振频率、质量和刚度, 以及车辆的速度、
车辆的动力特性等. 设计者往往将车辆对桥梁产
生的动力作用以冲击系数考虑来表示[9-10]:  
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式中, μ为冲击系数; ,maxdf 为最大动挠度; ,maxsf
为最大静挠度.  
以下从车辆速度、桥梁的自振频率、阻尼和材

料方面来分析冲击系数的影响因素.  
2.1  车辆速度的影响 

图 4给出了当车速从 50, 60, 90, 100 km·h-1变

化时, 20 m简支梁桥跨中的挠度响应变化情况. 可
以看出, 随着行车速度的不断增加, 跨中挠度波动
上升, 总体趋势不断增大, 因为汽车速度的增大使
汽车的加载频率也不断变大, 从而使加载频率逐
渐趋近于桥梁的自振频率.  

 
图 4  不同速度时跨中挠度时程曲线 

图 5 为冲击系数与速度的关系, 由此可见, 挠
度冲击系数并不是随着车辆速度的增大而线性增

加, 而是在低速和高速时出现波峰和波谷, 总体呈
上升趋势.  

 
图 5  挠度冲击系数随汽车行驶速度的变化 

速度对桥梁冲击系数的影响是一个非常复杂

的过程, 这与之前学者[11]的位移冲击系数随车速

增加而增大的结论是不同的, 也与文献[10]认为产
生峰值的原因是汽车的加载频率与桥梁的自振频

率相一致引起的共振不同.  
图 4中行驶速度为 60 km·h-1和 100 km·h-1的挠

度响应要分别小于 50 km·h-1和 90 km·h-1的挠度响

应; 当车速为 50 km·h-1时, 汽车通过全桥所要的时
间为 1.44 s, 根据该桥自振频率, 算得跨中的自振
周期为 0.27 s, 因此跨中点在车速为 50 km·h-1时共

发生了 5次振动. 由图 4可见, 当汽车通过跨中时, 
跨中点刚好振动到了波峰, 而当车速为 60 km·h-1

时, 跨中点共发生了 4次振动, 当汽车通过跨中时, 
跨中点刚好振动到了波谷, 这就出现了当车速为
50 km·h-1的冲击系数要比60 km·h-1的高, 同样的道
理也就可以说明当车速为 90 km·h-1 时的冲击系数

要比 100 km·h-1的高.  
2.2  桥梁自振频率的影响 

由《公路桥涵设计通用规范》(JTG D60-2004)
可知, 简支梁桥结构基频公式为:  

2

π
2

EIf
l M

= , 

式中, l为桥梁长度; EI 为桥梁的刚度; M 为单
位长度桥梁的质量. 由此可以计算出不同桥梁长
度的一阶自振频率, 图 6是一阶自振频率、车辆速
度对桥梁挠度冲击系数影响的三维图. 从图 6中可
以看到, 随着桥梁一阶自振频率的不断增大, 挠度
冲击系数也不断增大, 冲击系数的最大值接近并
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且小于规范公式的计算值, 表明规范计算的值偏
于安全; 在同一自振频率下, 随着汽车速度的不断
增大, 挠度冲击系数的数值呈现出一定的波动情
况, 它在低速和高速时均会出现波峰和波谷, 但总
体呈上升趋势, 并且随着桥梁一阶自振频率的变
化, 波峰和波谷所处的位置也有所不同.  

 
图 6  不同桥梁自振频率及汽车行驶速度下的挠度冲击系数 

2.3  桥梁阻尼和材料的影响 
阻尼比是用于表达结构阻尼的大小, 是结构

的动力特性之一. 影响结构阻尼比的因素很多, 主
要有: (1)材料阻尼, 这是能量耗散的主要原因; (2)
周围介质对振动的阻尼, 点和支座联接处的阻尼. 
在一般情况下, 钢结构的阻尼比为 1%, 而混凝土
的阻尼比为 3%~5%. 图 7 给出了当分别计算桥梁
阻尼比为 0、0.01、0.02、0.05的 4种情况下, 桥梁
跨中的挠度响应变化情况. 从图 7 中可以看出, 随
着桥梁阻尼比的增大, 跨中挠度峰值减小, 而且桥
梁在车辆离开后的自由振动也减小. 从图 8也可看
到, 阻尼比越大, 桥梁的挠度冲击系数越小, 并且
随着阻尼比不断增大, 挠度冲击系数趋近于零.  

图 9是车辆行驶速度 70 km·h-1时, 20 m不同材
料简支梁桥的挠度响应. 由此可见, 同样跨径、同
等刚度情况下, 钢桥的跨中动挠度要比混凝土桥
小. 从图 10可以看出, 钢桥的挠度冲击系数要也比
混凝土小, 这是因为钢桥的质量小, 自振频率大, 

       
图 7  不同阻尼比时的跨中挠度曲线 图 8  挠度冲击系数随阻尼比的变化 

       
图 9  钢桥与混凝土桥的跨中挠度比较 图 10  钢桥与混凝土桥的冲击系数比较 
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因此汽车的加载频率更接近混凝土桥的一阶自振

频率, 由此导致的动力波动也大.  

3 结论 

理论解与有限元解的对比证明了本文简支梁

在移动力作用下力学响应分析的可靠性. 参数分
析表明: (1)桥梁动挠度是一种围绕静挠度上下波
动的类似于正弦波动的曲线; (2)最大动挠度发生
在荷载移动到跨中附近, 但不一定是正好处于跨
中处; (3)桥梁跨中的动挠度并不随着车辆速度的
增大而增大, 而是有多个峰值; (4)挠度冲击系数随
着桥梁的一阶自振频率的增大而增大; (5)由于阻
尼的存在, 缓和了桥梁的振动, 阻尼比越大, 对桥
梁的自由振动曲线影响越大. 对相同刚度的钢桥
和混凝土桥而言, 混凝土桥的动态挠度响应较大.  
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Theoretical Solution for the Dynamic Response of Simple-supported Beam 
Bridge under Moving Load with Free Vibration and Damping Effect 
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( Faculty of Architectural, Civil and Environment Engineering, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: The dynamic equation governing the vibration of the simple-supported beam under moving load is 
presented for the analysis of the transient deflection of bridge under vehicle load, in which the damp effect and 
free vibration are considered. The theoretical solution is validated by the dynamic finite element method. Using 
the proposed method, the parameters affecting the impact factor of vehicle load is discussed, such as the velocity 
of the vehicle, length of the bridge, construction material and damping. The results are informative in reducing 
the vibration and noise of bridge structure. 
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